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Izvleček
V tem delu preučujemo mehanske lastnosti epitelijskega tkiva z dvodimenzionalnim
ogliščnim modelom, osnovanim na apikobazalni polarizaciji. Znotraj tega modela,
ki obravnava prečni presek tkiva, se posvetimo vprašanju nastanka vzdolžnih gub
v cevastih epitelijih, ki jih najdemo npr. v različnih delih prebavnega trakta in ki
so v dobrem približku značilna tudi za zgodnje stopnje razvoja vinske mušice kot
pomembnega modelskega organizma. Najprej določimo osnovne oblike modelskega
tkiva, tj. oblike z najnižjo energijo, v odvisnosti od mehanske polarizacije tkiva, ki jo
zajamemo z razliko površinskih napetosti apikalne in bazalne stranice, in od polmera
toge ograditve. V faznem diagramu najdemo dve kvalitativno različni območji. Nad
kritičnim polmerom ograditve, ki je odvisen od razlike napetosti, število gub v tkivu
narašča s to razliko v skokih po 1, pod kritično ograditvijo pa se oblikujeta ločena
režima majhnega in velikega števila gub. V nadaljevanju se posvetimo vprašanju
gubanja tkiva, do katerega pride zaradi rasti oziroma celične delitve. Preučimo
dva modela: kvazistatično rast, pri kateri se tkivo pri vsakem številu celic nahaja
v globalnem minimumu energije, in dinamično rast, pri kateri relaksacijo energije
določa nadkritično dušena enačba gibanja. Pri kvazistatični rasti število gub v tkivu
hitro narašča tako z razliko površinskih napetosti apikalne in bazalne stranice kot
s številom celic. Nasprotno se pri dinamični rasti število gub v dobrem približku
ne spreminja s časom, oblikujejo pa se trije režimi razvoja tkiva. V enem je število
gub odvisno le od hitrosti delitve, v drugem le od razlike površinskih napetosti
apikalne in bazalne stranice, v vmesnem pa je vpliv obeh dejavnikov primerljiv. Ti
rezultati nudijo svež teoretični vpogled v morfogenezo cevastih epitelijev, kakršen je
npr. črevesni epitelij v piščančjem zarodku.
Ključne besede: mehanika tkiv, gubanje, površinska napetost, celična delitev,
ogliščni model
PACS: 87.10.Pq, 87.17.Ee, 87.17.Pq, 87.17.Rt

Abstract
In this Thesis, we theoretically study the mechanical properties of epithelial tissues
using a two-dimensional vertex-based model building on apicobasal polarization.
Within this model, which focuses on tissue cross-section, we investigate the forma-
tion of lengthwise folds in tubular epithelia, which are found, e.g., in the gastrointe-
stinal tract and which are to a good approximation characteristic of the early stages
of development in the embryo of the fruit fly as an important model organism. We
first compute the energy-minimizing shapes as a function of the mechanical apico-
basal polarity defined as the difference between the apical and the basal surface
tension, and as a function of the radius of the external rigid cylindrical constraint.
In the phase diagram, we find two qualitatively different regions. If the radius of
the constraint exceeds a critical, polarity-dependent value, the number of folds in
the tissue increases with differential tension in steps of 1. Below the critical radius,
separate few- and many-lobes regions appear. We also focus on tissue folding due to
growth caused by cell division. We analyze two models: Quasi-stationary growth,
in which the tissue takes the energy-minimizing shape for each separate number of
cells, and dynamic growth, in which energy relaxation is determined by the over-
damped equation of motion. In the quasi-stationary growth mode, the number of
lobes in the tissue increases quickly with the difference between the apical and the
basal surface tension as well as with the number of cells. Conversely, in the dynamic
growth mode the number of lobes does not change with time to a good approxima-
tion, and three regimes of tissue growth exist. In the first one, the number of lobes
depends solely on the rate of cell division; in the second one it depends solely on the
difference between the apical and the basal surface tension; and in the intermediate
regime the effects of both factors are comparable. These results provide a fresh
theoretical insight into the morphogenesis of tubular epithelia such as the intestinal
epithelium in the chick embryo.
Keywords: tissue mechanics, folding, surface tension, cell division, vertex model
PACS: 87.10.Pq, 87.17.Ee, 87.17.Pq, 87.17.Rt

Kazalo
1 Uvod 11
2 Teoretično ozadje 15
2.1 Kontinuumski model epitelija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2 2D ogliščni model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.3 Nagubane morfologije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.4 3D ogliščni model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3 Ograjeno tkivo 29
3.1 Implementacija modela in minimizacija energije . . . . . . . . . . . . 31
3.2 Osnovne oblike neograjenega tkiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.3 Vpliv ograditve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.4 Fazni diagram . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4 Dinamična rast 41
4.1 Drasdov model gubanja s hitro rastjo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.2 Ogliščni model rastočega tkiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.3 Implementacija neprekrivajočega se tkiva . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.4 Kvazistatična rast . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.5 Dinamična rast . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.6 3D model in organoidi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
5 Zaključek 55
Literatura 61
9

Poglavje 1
Uvod
V tem delu se posvetimo nekaterim vprašanjem mehanike epitelijskih tkiv. Epite-
lijska tkiva so skupaj z vezivnimi, živčnimi in mišičnimi ena od štirih vrst tkiv, ki
jih najdemo v živalih. Predstavljajo najbolj zunanji, krovni sloj večine organov.
Njihova funkcija je predvsem zaščita nižjeležečih slojev pred vplivi iz okolice, hkrati
pa pogosto sodelujejo tudi pri absorpciji in izločanju snovi [1]. Prav tako imajo
epitelijska tkiva pomembno vlogo v embrionalnem razvoju, saj zarodek pri večini
živali v zgodnjih stopnjah razvoja sestoji le iz epitelija.
Epiteliji so sestavljeni iz tesno povezanih celic, med katerimi je malo medcelič-
nega prostora, kar zagotavlja strukturno integriteto tkiva (slika 1.1a). V enopla-
stnem epiteliju so posamezne celice prizmatične oblike in razporejene na način, ki
spominja na satovje. Poleg enoplastnih obstajajo tudi večplastni epiteliji z več sloji
celic (slika 1.2) ter psevdovečplastni epiteliji, ki imajo le en sloj celic, a njihova
jedra ležijo izmenjaje na dveh različnih višinah in ne v isti ravnini kot pri pravih
enoplastnih tkivih, tako da v tem smislu spominjajo na večplastna tkiva.
a) b) c)
Slika 1.1: Epitelij sestoji iz tesno prilegajočih se celic, ki tvorijo v ravnini tkiva
tlakovanje (a). V enoslojnem epiteliju imajo celice prizmatično obliko (b). Površina
tkiva ni pri vseh epitelijih gladka, temveč je lahko tudi nagubana, kot ilustrirajo
resice epitelija na sliki c. Prirejeno po delih [1, 2].
Epitelijska tkiva delimo tudi glede na obliko celic. Če je višina celic znatno
manjša od širine, govorimo o nizkoprizmatičnih tkivih; v nasprotnem primeru, ko
višina precej presega širino, pa o visokoprizmatičnih. V izoprizmatičnem ali kuboi-
dnem epiteliju sta širina in višina celic primerljivi. Površina nekaterih epitelijev je
gladka, v številnih primerih pa je nagubana, kar je tesno povezano s funkcijo tkiva.
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ENOPLASTNI
VEČPLASTNI
nizkoprizmatični
visokoprizmatični
PSEVDOVEČPLASTNI
izoprizmatični
Slika 1.2: Shematični prikaz enoplastnih, večplastnih in psevdovečplastnih epitelij-
skih tkiv. Enoplastne epitelije delimo glede na obliko celic na nizkoprizmatične,
izoprizmatične in visokoprizmatične. Prirejeno po delu [3].
Verjetno najbolj znan primer nagubanega epitelija so črevesne resice, ki s prstasto
obliko močno povečajo površino tkiva, kar je ključno za učinkovito absorpcijo hranil-
nih snovi. Gubanje epitelija ima pomembno vlogo tudi v embrionalnem razvoju. Tu
je daleč najpodrobneje raziskan proces nastanek ventralne brazde pri vinski mušici
Drosophila melanogaster, ki je zelo pomembnem modelski organizem razvojne bio-
logije. Nastanek ventralne brazde je prvi od korakov, ki zarodek s sprva enostavno
elipsoidno obliko spremenijo v organizem z razpoznavno glavo, zadkom in drugimi
strukturami ter notranjimi organi.
Biološki sistemi so zelo kompleksni in to velja celo za preprosta enoslojna epi-
telijska tkiva. Vseeno pa so podvrženi fizikalnim zakonom, zato lahko nekatere
mehanske vidike žive snovi razumemo ali interpretiramo s teoretičnim aparatom,
kakršnega smo vajeni iz nežive narave in ki sloni na konceptih, kot sta sila in ener-
gija. Zopet v drugih primerih je ta aparat potrebno razširiti, npr. z uvedbo aktivnih
snovi. Dosedanje teoretične raziskave mehanike epitelijskih tkiv je v grobem mogoče
razdeliti na dva pristopa. Kontinuumski modeli obravnavajo tkivo kot sloj zveznega
sredstva in celic eksplicitno sploh ne omenjajo, ogliščni modeli pa nasprotno slo-
nijo na posamezni celici; pri slednjih tkivo sestoji iz prizmatičnih celic s ploskimi
stranicami (slika 1.3).
V tem delu se teoretično posvetimo dvema vprašanjema iz mehanike cevastega
epitelija: vplivu ograditve na ravnovesno obliko epitelija in dinamiki rasti tkiva za-
radi celične delitve. Modelsko tkivo predstavimo s prečnim presekom in uporabimo
dvodimenzionalni ogliščni model. Epitelij je nadalje apikobazalno polariziran: ta
izraz se v pričujočem kontekstu nanaša na diferencialne mehanske lastnosti, na-
tančneje na različni površinski napetosti celic na stiku s substratom in na stiku z
lumnom, to je z votlino. Iz literature že poznamo ravnovesne oblike globalno rav-
nega in popolnoma neograjenega epitelija [4, 5] ter cevastega in tesno ograjenega
epitelija [6, 7] (slika 1.4). Ta limitna primera predstavljata dve skrajnosti našega mo-
dela: v prvem je ograjujoča votlina zelo oddaljena od tkiva, značilni polmer lumna
pa mnogo večji od debeline tkiva, v drugem je tkivo zelo tesno ujeto v ograjujočo
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a) b)
Slika 1.3: Primer oblike nagubanega cevastega epitelija v črevesju piščančjega za-
rodka, kakršno napove kontinuumski model (a). Rdeča plast predstavlja epitelij, mo-
dra podporno tkivo, zelena pa razmeroma togo ograjujoče mišično tkivo [8]. Slika b
prikazuje tridimenzionalni ogliščni model neograjenega cevastega epitelija [9], v ka-
terem posamezne celice predstavimo kot prisekane piramide.
Slika 1.4: V tem delu obravnavana geometrija sestoji iz cevastega epitelija, ki ga
obdaja tekoče podporno tkivo, ujeto v togo valjasto votlino (sredina; štirikotniki
ponazarjajo celice, kot jih vidimo v preseku). Ta geometrija predstavlja posplošitev
globalno ravnega epitelija (zgoraj), obravnavanega v delih [4, 5], in tesno ograjenega
cevastega epitelija (spodaj) iz dela [6].
votlino. Tu obravnavani model predstavlja posplošitev obeh limitnih primerov, s
katero želimo zajeti tudi ves vmesni režim delno ograjenih oblik ter tako ponuditi
novo interpretacijo oblike cevastih epitelijev, kot je npr. tisto v črevesju piščančjega
zarodka [8]. V drugem delu besedila analiziramo vpliv delitve celic na obliko ceva-
stega epitelija, saj je znano, da lahko do gubanja epitelija pride tako zaradi dovolj
13
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hitre delitve [10] kot tudi zaradi apikobazalne polarizacije tkiva [4], povezava med
vlogama teh dejavnikov pa še ni dobro raziskana.
V poglavju 2 predstavimo teoretično ozadnje obravnavanega modela, poglavje 3
vsebuje pregled numerično dobljenih oblik modelskega cevastega tkiva z minimalno
energijo kakor tudi fazni diagram, v poglavju 4 pa raziščemo obliko rastočega tkiva.
Poglavje 5 sklene delo in izpostavi najpomembnejša odprta vprašanja.
14
Poglavje 2
Teoretično ozadje
Teoretične modele, ki poskušajo mehansko razložiti gubanje epitelija, lahko razde-
limo v dve skupini, kot smo nakazali že v poglavju 1. V prvi so tisti, ki tako epitelij
kot podporno tkivo (substrat) opisujejo kot običajno nestisljiva elastična medija.
Tkivo se potem naguba, ker raste hitreje kot substrat, zaradi česar pride do razlike
površin na stiku. Druga skupina, ki združuje tako imenovane ogliščne modele (vertex
models), razlaga gubanje kot posledico relaksacije energije na celični ravni. V tem
delu bomo uporabili dvodimenzionalno implementacijo modela iz slednje skupine,
smiselno pa je, da najprej predstavimo primer nasprotne, kontinuumske teorije, da
bomo bolje prikazali značilnosti obeh pristopov.
2.1 Kontinuumski model epitelija
V enostavnem kontinuumskem modelu gubanja epitelija [1, 11] preučujemo sistem, ki
sestoji iz tanke elastične plasti, ki predstavlja epitelij in je pritrjena na polneskončen
elastični kontinuum (slika 2.1); ta predstavlja substrat. Predpostavimo, da je na
površju celotna struktura deformirana sinusno, tako da ima takle profil:
z = u0 cos(qx). (2.1)
Tu u0 definira amplitudo gub, q pa je pripadajoči valovni vektor. Energija model-
skega tkiva sestoji iz treh členov. Prvi člen izhaja iz predpostavljene inherentne
togosti epitelija, ki jo zajamemo z upogibno elastično energijo tanke plošče. V pri-
meru preproste valovite deformacije (2.1) je ta sorazmerna s kvadratom ukrivljenosti
in pri majhnih amplitudah gub znaša
E1 =
De
2
∫
dA
(
d2z
dx2
)2
=
De
2
u20q
4A, (2.2)
kjer je De upogibna konstanta in A površina epitelija pred deformacijo.
Drugi člen opisuje rast, delitev in odmiranje celic v epiteliju, zaradi česar se
ob konstantni debelini površina slednjega kot celote širi. To lahko predstavimo
s površinsko energijo z negativno površinsko napetostjo, tako da je energija tem
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Slika 2.1: V enostavnem kontinuumskem modelu epitelijskega tkiva epitelij opišemo
kot tanko ploščo (črna črta), substrat pa kot polneskončno elastično sredstvo. Pred-
postavimo sinusno deformacijo na površju in si pri izračunu energije pomagamo z
dejstvom, da je penetracijska globina deformacije u(x, z) enaka valovni dolžini λ.
Prirejeno po delu [1].
nižja, čim večja je površina tkiva:
E2 = −Γ
∫
dA˜
= −Γ
∫
dA
√
1 +
(
dz
dx
)2
≈ −Γ
∫
dA
[
1 +
1
2
(
dz
dx
)2]
= −Γ(1 + u20q2)A. (2.3)
Tu sta A in A˜ površini epitelija pred oziroma po deformaciji.
Tretji člen je povezan z deformacijo substrata, do katere pride zaradi gubanja
epitelija, in je nekoliko bolj zapleten, vseeno pa lahko najdemo dober približek.
Začnemo z energijo elastično izotropnega sredstva
E3 =
∫
dV
∑
i,j
σijij, (2.4)
kjer sta σij in ij napetostni oziroma deformacijski tenzor. Napetost v izotropnem
elastičnem sredstvu ima obliko
σij =
Ys
1 + ν
(
ij +
ν
1− 2ν δij
∑
k
kk
)
, (2.5)
pri čemer je Ys Youngov modul in ν Poissonovo razmerje substrata. Ker substrat
sestoji iz celic, ki so napolnjene s tekočino in tako skoraj nestisljive, velja ν = 1/2
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in
∑
k kk = 0, iz česar sledi
E3 =
Ys
3
∫ ∑
ij
2ijdV. (2.6)
Ker nas zanima le približna teorija in ne podrobnosti, lahko kvadrat deformacijskega
tenzorja nadomestimo s povprečno vrednostjo po eni valovni dolžini, integral po
prostornini pa s produktom nedeformirane površine A in še neznane penetracijske
globine deformacije λ˜. Za dober približek slednje se vrnemo k izrazu (2.5). Ko vanj
vstavimo deformacijski tenzor za majhne odmike ij = (∂ui/∂xj + ∂uj/∂xi) /2, kjer
je ui vektor deformacije, in izpišemo pogoj za ravnovesje v odsotnosti zunanjih sil∑
j ∂σij/∂xj = 0 [12], dobimo
∑
j
∂σij
∂xj
=
Ys
1 + ν
[
1
2
∑
j
(
∂2ui
∂x2j
+
∂2uj
∂xi∂xj
)
+
ν
1− 2ν
∑
j
δij
∑
k
∂2uk
∂xj∂xk
]
= 0.
(2.7)
Po preimenovanju indeksov k ↔ j in seštetju vsote čez delta funkcijo se ta enačba
reducira na ∑
j
∂σij
∂xj
=
Ys
2(1 + ν)
∑
j
(
∂2ui
∂x2j
+
1
1− 2ν
∂2uj
∂xi∂xj
)
= 0 (2.8)
oziroma v vektorski obliki
Ys
2(1 + ν)
(
∇2u + 1
1− 2ν∇∇ · u
)
= 0. (2.9)
Vektor deformacije lahko vedno razdelimo na longitudinalni člen ul in transverzalni
člen ut, tako da velja ∇×ul = 0 in ∇·ut = 0. Za longitudinalni člen se enačba (2.9)
potem poenostavi v
∂2uti(x, z)
∂x2
+
∂2uti(x, z)
∂z2
= 0. (2.10)
Ker ima uti v smeri x obliko exp(iqx), mora imeti v smeri z obliko exp(qz); opozo-
rimo, da substrat zavzema polprostor z < 0. Deformacija torej eksponentno pojema
z globino, penetracijska globina λ˜ pa je enaka valovni dolžini deformacije na površju
λ = 2pi/q.
Ker je deformacijski tenzor ij sorazmeren s prvim odvodom vektorja deforma-
cije, ki ima obliko u0 exp(iqx) exp(qz), lahko velikost 2ij, povprečeno po eni valovni
dolžini, ocenimo z u20q2 exp(2qz). Ko to vstavimo v enačbo (2.6) in jo integriramo
po prostornini, ugotovimo, da je člen E3 sorazmeren s q:
E3 =
Y2
3
u20qA. (2.11)
Razlog za to odvisnost od q je, da je deformacijska energija substrata znatno različna
od 0 le v sloju debeline λ˜ ∝ 1/q. To nam da končni izraz za energijo
E =
De
2
u20q
4A− Γ
2
u20q
2A+
Ys
3
u20qA, (2.12)
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kjer smo odšteli aditivno konstanto ΓA. Za lažjo analizo lahko ta izraz sedaj prepi-
šemo v brezdimenzijsko obliko. V ta namen najprej vpeljemo karakteristični valovni
vektor qc = (De/Ys)1/3 in karakteristično energijsko skalo Y
4/3
s u20A/D
1/3
e . Brezdi-
menzijska energija ima tako obliko
E = 1
2
(
q
qc
)4
− G
2
(
q
qc
)2
+
1
3
q
qc
. (2.13)
Edini prosti parameter modela je brezdimenzijska površinska napetost
G = Γ
D
1/3
e Y
2/3
s
. (2.14)
Člen s q4 v izrazu (2.14) predstavlja brezdimenzijsko upogibno energijo, člen z q2
brezdimenzijsko površinsko energijo, linearni člen s q pa brezdimenzijsko elastično
energijo substrata. Ker gubanje epitelija ustreza E < 0 (saj ima raven epitelij s
q = 0 ničelno energijo), lahko hitro pokažemo, da je pogoj za gubanje epitelija
G > 31/3 ≈ 1.44 (slika 2.2a). Prav tako opazimo, da je v odsotnosti linearnega člena
minimum energije vedno negativen, kar pomeni, da je v predstavljenem modelu
elastičnost substrata nujno potrebna za obstoj ravnega epitelija (slika 2.2b), ki nam
tudi predstavlja možno stanje, da lahko govorimo o prehodu med ravno in nagubano
morfologijo.
e
n
e
rg
ij
a
 E
e
n
e
rg
ij
a
 E
G = 1
G = 2
G = 1.5
G = 1
G = 2
G = 1.5
Slika 2.2: Brezdimenzijska energija nagubanega epitelija E v odvisnosti od reducira-
nega valovnega vektorja q/qc, dobljena v enostavnem kontinuumskem modelu [1] (a).
Gubanje epitelija nastopi za G > 31/3 ≈ 1.44, saj se takrat pojavi negativni mini-
mum energije nagubanega tkiva (a). Brez elastičnega odziva substrata izgubimo
linearni člen v energiji modelskega tkiva in tako pri vsaki vrednosti G obstaja nega-
tiven minimum; raven epitelij brez elastičnega substrata v tej inačici modela torej
ni možen (b). Prirejeno po delu [1].
Na podlagi predstavljene teorije je možno izvesti tudi primerjavo z eksperimen-
talno merljivimi količinami. Če vzamemo najkrajšo možno valovno dolžino, ki mora
nujno biti vsaj enaka dvakratni debelini epitelija, 2h, in za upogibno konstanto upo-
rabimo zvezo De = Yeh3/9, kjer je Ye efektivni Youngov modul epitelija, dobimo
Ye
Ys
≈ 24, (2.15)
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kar ni daleč od eksperimentalnih napovedi [1].
Čeprav se zdi zgoraj predstavljeni model morda nekoliko preprost, jasno izposta-
vlja vse mehanizme, ki prispevajo h gubanju. Analizo stabilnosti ravnega epitelija,
ki temelji na predpostavki, da je amplituda deformacij majhna, so nadgradili s po-
polnejšimi in mnogo bolj kompleksnimi numeričnimi študijami modelov, ki slonijo
na istih fizikalnih elementih [8, 13]. Zanimiv primer je recimo študija, predstavljena
v delu [13], ki preučuje dvoslojni cevasti sistem, sestavljen iz epitelija (mezoderma),
ki v referenčnem stanju izpolnjuje prostor med polmeroma Ri in Rm, ter substrata
(endoderma), ki v referenčnem stanju izpolnjuje prostor med polmeroma Rm in R0
(slika 2.3a). Poleg razmerja strižnih modulov obeh slojev µen/µme sta prosta para-
metra sistema tudi začetni razmerji polmerov Hme = Rm/Ri in Hen = R0/Rm ter
koeficienta rasti endoderma in mezoderma gen oziroma gme. Do gubanja pride, ko
začneta oba sloja izotropno rasti, seveda epitelij hitreje kot substrat. Opisani model
tako z uporabo analize stabilnosti kot z numeričnimi simulacijami reproducira tri
vrste deformacij, ki jih opazimo eksperimentalno v cevastih tkivih: longitudinalno
gubanje (slika 2.3b), ki ga opazimo npr. v požiralniku, cirkumferenčno gubanje (slika
2.3c) in kombinacijo obeh v obliki prstastih izrastkov, ki spominjajo na resice v čre-
vesju sesalcev, kjer imajo ključno vlogo pri absorpciji hranilnih snovi (sliki 2.3d in
e).
epitelij
substrat
a)
e)d)
b) c)
Slika 2.3: Kompleksnejši kontinuumski model cevastega epitelija. V začetku epite-
lij in substrat izpolnjujeta prostora med polmeroma Ri in Rm oziroma Rm ter R0.
Epitelij se naguba, ker raste hitreje od substrata (a). Ta model reproducira ka-
rakteristične longitudinalne (b) in cirkumferenčne (c) gube, ki jih pogosto najdemo
v naravi. Prav tako reproducira tudi resice in kripte (d oziroma e). Prirejeno po
delu [13].
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2.2 2D ogliščni model
Iz zgoraj navedenih rezultatov je razvidno, da kontinuumski opis reproducira na-
gubane oblike epitelija. Vseeno pa imajo takšni modeli dve bistveni omejitvi. S
kontinuumskim opisom implicitno privzamejo, da so sile znotraj celic zvezno poraz-
deljene, kar zaradi diskretne strukture enoslojnega epitelija za to tkivo ni utemeljeno.
Prav tako se kontinuumski modeli v veliki meri zanašajo na elastičen odziv substrata,
a pri mnogih epitelijskih tkivih je substrat viskoelastičen ter se tako po dovolj dol-
gem času ob strižni obremenitvi preoblikuje in ne more več zagotavljati potrebne
potrebne stabilizacijske reakcijske sile [1]. Oblikovanje teorije gubanja epitelija brez
teh omejitev je bil eden od razlogov za razvoj druge skupine modelov, tako imeno-
vanih ogliščnih modelov, ki obliko epitelija razlagajo kot posledico znotrajceličnih
napetosti in ne z interakcijami med epitelijem in substratom.
V tu predstavljenem ogliščnem modelu [3, 4, 14] obravnavamo tkivo, podobno
tistemu na sliki 2.4a. Omejimo se na implementacijo, ki se nanaša na presek tkiva
(slika 2.4b), tako da lahko posamezne celice opišemo kot štirikotnike. Ker so celice
v epiteliju napolnjene predvsem z nestisljivo tekočino, lahko privzamemo, da je
njihova prostornina konstantna. Če nadalje predpostavimo, da se dimenzija celic
v smeri, pravokotni na presek, ne spreminja, je torej v dvodimenzionalnem modelu
konstantna površina vsake od štirikotnih celic, ki jo označimo z A.
a) b)
lumen
apikalna
bazalna
bazalna membrana
la
te
ra
ln
a
Slika 2.4: Mikroskopska slika preseka visokoprizmatičnega enoplastnega epitelija (a;
konture treh celic smo poudarili) in shema opisa tovrstnega preseka z dvodimenzi-
onalnim ogliščnim modelom (b). Celice imajo tri funkcijsko različne stranice: api-
kalno, ki je usmerjena proti praznemu lumnu, bazalno, ki je preko bazalne membrane
pritrjena na substrat, in dve lateralni, preko katerih se stika s sosednima celicama [3].
Posamezna celica na sliki 2.4 ima tri različne vrste stranic: apikalno, ki je v stiku
z zunanjim prostorom (lumnom), bazalno, pritrjeno na substrat in dve lateralni
stranici, s katerimi se celica stika s sosedama. Ker se te stranice razlikujejo tako po
biološki funkciji kot tudi po kemijski sestavi, je smiselno sklepati, da imajo različne
mehanske lastnosti. To je eden od fizikalnih vidikov t.i. apikobazalne polarizacije
celic; ta krovni pojem zajema še biokemijske, funkcionalne in nekatere druge vidike
razlik med apikalnimi in bazalnimi deli celic. Ob predpostavki, da se mehanska
energija nahaja samo v stranicah celic, lahko slednjo razdelimo na tri prispevke.
Napetost korteksa σ deluje enako na vse stranice in jo zapišemo kot σ(La+Lb+Ll),
kjer so La, Lb in Ll po vrsti dolžine apikalne, bazalne in obeh lateralnih stranic celice.
Adhezija med sosednima celicama ima obliko −γLl/2, kjer je γ jakost adhezije,
faktor 1/2 pa upošteva, da je adhezijska energija razdeljena med dve celici. Naposled
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člen η(Lb − La) opisuje polarizacijo med apikalno in bazalno stranico, pri čemer je
η jakost polarizacije. Celotna energija ima tako obliko
E = σ(La + Lb + Ll)− γ
2
Ll + η(Lb − La). (2.16)
Za lažjo analizo sedaj uvedemo efektivno apikalno, bazalno in lateralno površinsko
napetost, ki imajo v tem zaporedju vrednosti Γa = σ − η, Γb = σ + η oziroma
Γl = 2σ − γ, kar nam da
E = ΓaLa + ΓbLb +
1
2
ΓlLl. (2.17)
Vredno je omeniti, da konstante površinske napetosti tu nimajo običajnih enot J/m2,
ampak J/m, saj so implicitno pomnožene še z dimenzijo celic, pravokotno na opa-
zovani presek.
Preostane nam še, da zgornjo enačbo prepišemo v brezdimenzijsko obliko. Za
karakteristično dolžino je edino smiselno izbrati kvadratni koren površine celice
√
A,
za karakteristično vrednost površinske napetosti pa si izberemo lateralno površinsko
napetost Γl. Reducirana dolžina stranice celic ima tako obliko li = Li/
√
A, redu-
cirano energijo pa izrazimo v enotah Γl
√
A. Tako se brezdimenzijska energija glasi
w = αla + βlb +
1
2
ll. (2.18)
Tu sta
α =
Γa
Γl
in β =
Γb
Γl
(2.19)
brezdimenzijska apikalna oziroma bazalna napetost, ki predstavljata edina prosta
parametra modela.
Osnova predpostavka, uporabljena v vseh do sedaj obstoječih študijah z opisa-
nim modelom [4, 5, 6, 7, 14], je, da se v naravi sistem vedno nahaja v globalnem
minimumu energije. Za izolirano celico je iskanje minimuma sicer trivialno, vseeno
pa je potrebno za razumevanje mehanike bolj kompleksnih morfologij. Prikladno je
namesto α in β vpeljati površinsko napetost tkiva α+β in apikobazalno diferencialno
napetost β−α. V grobem lahko rečemo, da površinska napetost tkiva določa višino
celic. Te so nizke in široke pri α+ β < 1, približno kvadratne za α+ β ≈ 1 ter ozke
in visoke za α+ β > 1 (slika 2.5a). Obliko celice približno poda diferencialna nape-
tost, saj je v odsotnosti polarizacije pri β − α = 0 celice pravokotne, pri relativno
blagi polarizaciji |β − α| > 0 trapezoidne, pri čemer je stranica z višjo napetostjo
seveda krajša, pri visoki napetosti |β−α|  0 pa trikotne (slika 2.5b). Celotni fazni
diagram točnih ravnovesnih oblik izoliranih celic je prikazan na sliki 2.6.
Kvantitativno lahko obliko celice geometrijsko opišemo z dvema parametroma,
in sicer z reducirano višino l, ki podaja razdaljo med sredinama apikalne in bazalne
stranice, ter z reducirano ukrivljenostjo c, ki je merjena kar glede na srednjico trapeza
(slika 2.5c). V trapezoidnem režimu sta ravnovesni vrednosti l in c enaki [3]
ltrap =
√
α + β
[1− (β − α)2]1/4
(2.20)
oziroma
ctrap = −2
√
α + β(β − α)
[1− (β − α)2]3/4
. (2.21)
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a)
b)
α + β ≫ 0α - β > 0
α + β ≪ 1 α + β ≫ 1α + β ≈ 1
α - β = 0
c)
α
β
srednjica
c
l
Slika 2.5: Ilustracija vpliva površinske napetosti tkiva α + β in diferencialne nape-
tosti β − α na obliko celic (a oziroma b; slike so narisane za primer β > α). Obliko
izolirane celice lahko opišemo z višino l, ki povezuje središči apikalne in bazalne
stranice, ter z ukrivljenostjo c, ki je merjena glede na srednjico. Prirejeno po delu [4].
(Ta rezultat velja pri β > α, kjer je bazalna stranica krajša od apikalne; pri β < α
velja obratno in je ctrap sorazmeren z α − β namesto z β − α.) V režimu trikotnih
α
β 3
0.5
1
1.5
2
2.5
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Slika 2.6: Fazni diagram osnovnih oblik izoliranih celic: celice so pravokotne za
β = α, trapezoidne za β > α (temno sivo območje) in trikotne za β  α (belo
območje). Ker je fazni diagram simetričen glede na zamenjavo α↔ β, je izrisana le
zgornja polovica. Prirejeno po delu [3].
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celic imata c in l v ravnovesju obliko
ltria =
(
1 + 2α2 + 2α
√
2 + α2
)1/4
(2.22)
oziroma
ctria = − 2(
1 + 2α2 + 2α
√
2 + α2
)1/4 . (2.23)
Ker je v tem režimu dolžina stranice z višjo napetostjo reducirana na 0, sta zgornji
funkciji odvisni seveda samo od nižje od obeh reduciranih napetosti. Mejna vrednost
β, nad katero postane celica trikotna, pa je
βt =
1
2
(
α +
√
2 + α2
)
. (2.24)
2.3 Nagubane morfologije
Celica, ki smo jo obravnavali na koncu podpoglavja 2.2, ni popolnoma izolirana, saj
je v njeni energiji še vedno prisoten stik s sosedama v obliki adhezije. Bolj natančno
bi bilo reči, da celica poleg fiksne površine ni imela nobenih drugih geometrijskih
omejitev. Prava tkiva pa sestojijo iz več povezanih in neprekrivajočih se celic, kar
vodi do dodatnih omejitev. Študija, predstavljena v delih [3, 4], npr. obravnava
globalno raven sistem celic s periodičnimi robnimi pogoji. V tem delu so ravnove-
sno obliko tkiva določili s spreminjanjem števila celic v periodi in dolžine periode.
Izkazalo se je, da je tako pri dovolj majhni diferencialni napetosti β − α kot pri
dovolj veliki površinski napetosti tkiva α+β tkivo sicer ravno, v vmesnem območju
pa model res napove nagubane morfologije (slika 2.7). To si lahko razlagamo na
sledeč način. V območju faznega prostora, ki ustreza nagubanemu tkivu, bi imele
izolirane celice v energijskem minimumu trikotno ali trapezoidno obliko s skrajšano
stranico z večjo napetostjo, tako da bi imele vse celice enako ukrivljenost. Globalno
ravna geometrija sistema pa zahteva, da je integral ukrivljenosti po eni gubi enak 0.
Celice se tako razdelijo v energijsko ugoden segment visokih trikotnih celic, pri ka-
terih je dolžina stranice z večjo napetostjo 0; pravimo, da je pri teh celicah prišlo do
apikalne oziroma bazalne konstrikcije. Gubo zaključi energijsko neugoden segment
trapezoidnih celic, pri katerih je stranica z večjo napetostjo daljša od tiste z manjšo
napetostjo. Vredno je omeniti še, da v opisanem modelu število celic na valovno
obliko pada z naraščajočo diferencialno napetostjo.
Za našo nalogo je pomembna tudi analiza nastanka ventralne brazde v vinski
mušici Drosophila melanogaster v okviru 2D ogliščnega modela [6]. Pred invaginacijo
(nastankom brazde) ima zarodek mušice obliko rotacijskega elipsoida in je sestavljen
iz okoli 6000 celic, ki tvorijo enoplastni epitelij. Ta obdaja rumenjak, epitelij pa je
skupaj z rumenjakom ujet v dokaj trdo vitelinsko membrano. Nastanek ventralne
brazde je uvihanje epitelija v prostor rumenjaka in prvi v zaporedju morfogenetskih
dogodkov, ki vodijo do popolnoma razvitega zarodka (slika 2.8a). V študiji [6]
so obravnavali presek tkiva (slika 2.8b), sestavljen iz 80 celic, pri čemer je bazalna
stranica v stiku z rumenjakom, apikalna pa usmerjena navzven. Rumenjak je opisan
kot nestisljiva tekočina s konstantno površino, ki je s površino celic v razmerju
600/11. Vitelinska membrana je predstavljena s tlakom, ki deluje na vsa oglišča, od
središča oddaljena bolj kot za rv, in narašča eksponentno:
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Slika 2.7: Globalno ravni epitelij, opisan z dvodimenzionalnim ogliščnim modelom,
lahko glede na vrednosti α in β zasede eno od štirih ravnovesnih oblik: tanko ravno,
ko je diferencialna napetost β − α pod kritično vrednostjo okoli √2, debelo ravno,
ko je skupna napetost α + β dovolj visoka, razširjeno nagubano, ko je diferencialna
napetost malo nad kritično vrednostjo in skrčeno nagubano, ko je opazno nad kri-
tično mejo (a, slike za β = 0.6). Ko je tkivo nagubano, velja, da število celic Neq v
posamezni gubi pada z naraščajočo apikobazalno diferencialno napetostjo (b, graf za
β = 0.6, 1.0, 1.8 in 2.6, ki jim ustrezajo krogci, kare, kvadrati oziroma trikotniki).
Na sliki c je fazni diagram oblik v odvisnosti od α in β. Prirejeno po delu [3].
a)
b)
Slika 2.8: Presek zarodka vinske mušice pred, med in po nastanku ventralne
brazde (a). Slika b prikazuje implementacijo tega preseka v ogliščnem modelu [3, 6].
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p(r) = p0
[
exp
(
r − rv
r
)
− 1
]
H(r − rv). (2.25)
Tu je r oddaljenost oglišča celice od središča, rv pa polmer membrane. Amplituda
p0 določa velikost tlaka, medtem ko je H(r − rv) Heavisidova funkcija.
Oblike osnovnega stanja opisanega sistema se za primerne vrednosti α in β res
ujemajo z obliko preseka zarodka vinske mušice po nastanku ventralne brazde. Pri
majhnih površinskih napetostih tkiva α+ β so celice ploščate, tako da je obseg niza
celic, ki predstavlja presek tkiva, večji kot pri velikih površinskih napetostih tkiva,
kjer so celice visoke. Ker je tkivo obdano z razmeroma togo vitelinsko membrano,
se mora pri večjem obsegu uvihati, kar v tem modelu vodi do nastanka ventralne
brazde. Celotni fazni diagram prikazuje slika 2.9.
Slika 2.9: Fazni diagram osnovnih oblik ogliščnega modela preseka zarodka vinske
mušice v odvisnosti od reducirane apikalne in bazalne napetosti α oziroma β. Pri
velikih vrednostih površinske napetosti tkiva α+ β je modelsko tkivo sicer okroglo,
pod α + β . 4.8 pa osnovno stanje reproducira obliko ventralne brazde [3, 6].
2.4 3D ogliščni model
V tem delu bomo z izjemo kratkega komentarja v poglavju 4 posvetili dvodimenzio-
nalnemu ogliščnemu modelu. Potrebno pa je omeniti, da so se nedavno v literaturi
začeli uporabljati tudi popolnoma tridimenzionalni ogliščni modeli [9, 15, 16]. Ob-
staja nekaj različnih implementacij in tu bomo predstavili naravno razširitev modela
iz podpoglavij 2.2 in 2.3 na tretjo dimenzijo. Posamezne celice lahko sedaj opišemo
kot prisekane piramide (slika 2.10a), kar se dobro ujema z resničnim tkivom, name-
sto konstantne površine pa jim pripišemo konstantno prostornino. Karakteristična
dolžina sistema tako postane kubični koren prostornine celice V 1/30 . Energija tkiva
je zelo podobna tisti v enačbi (2.18), le da reducirane dolžine li nadomestimo z re-
duciranimi površinami stranic celic ai = Ai/V
2/3
0 , kjer je Ai površina stranice, V
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a) b)
c)
T1 prehod celična delitev celična smrt
Slika 2.10: V 3D ogliščnem modelu posamezne celice opišemo kot prisekane pira-
mida, z apikalno, bazalno in več lateralnimi stranicami (a). Topologija (poligonalna
sestava) modelskega epitelija se lahko spremeni zaradi različnih topoloških prehodov:
T1 prehodi preuredijo celice okoli enega roba, celične delitve dodajo nove celice v
tkivo, celične smrti pa jih odstranijo (b). Slika c podrobneje prikazuje potek T1 pre-
hoda. Izbrano oglišče se najprej skrči na ničelno dolžino, nato pa reorientira. Po T1
prehodu sta v stiku celici, ki se prej nista dotikali. Prirejeno po delih [9, 15].
pa prostornina celice; površinske napetosti Γi zdaj niso več implicitno pomnožene s
dolžino, pravokotno na presek. Celotna energija ima tako obliko
w = αaa + βab +
1
2
al. (2.26)
Zaradi večje kompleksnosti tridimenzionalnega sistema običajno ne iščemo več osnov-
nega stanja, temveč sledimo dinamičnemu razvoju sistema v času, pri čemer privza-
memo nadkritično dušeno dinamiko:
δRi
δt
= −∇iw. (2.27)
Tu je δRi sprememba lege i-tega oglišča v časovnem koraku simulacije δt, kjer je t
brezdimenzijski čas, merjen v enotah, odvisnih od koeficienta dušenja ter od značilne
energije in značilne dolžine, ∇i pa gradient glede na lego i-tega oglišča.
Pomembna razlika med dvo- in tridimenzionalno implementacijo je, da v sle-
dnji postane topologija epitelija pomembna za njegove mehanske lastnosti. Med
časovnim razvojem epitelija se lahko topologija tudi spremeni zaradi različnih topo-
loških prehodov (slika 2.10b). Celična delitev doda nove celice v strukturo, apoptoza
oziroma celična smrt pa jih odstrani. Morda najbolj zanimive so nedavno odkrite
posledice tako imenovanih T1 prehodov na mehaniko epitelija [9, 15]. T1 prehod je
proces, ki vključuje štiri celice okoli roba. Ta se najprej skrči na ničelno dolžino,
tako da se v eni točki stikajo vse štiri celice. Rob se nato preuredi in spet podaljša,
po prehodu pa si ga delita tisti celici, ki prej nista bili v stiku (slika 2.10c).
T1 prehode lahko razdelimo na aktivne, ki po relaksaciji povečajo energijo tkiva,
in na pasivne, ki jo zmanjšajo. Izkaže se, da lahko iz dolžine roba že pred prehodom
ocenimo, ali bi T1 prehod s tem robom povečal ali zmanjšal energijo [9, 15]. Ob-
staja namreč kritična dolžina l∗, enaka približno 30% povprečne dolžine, nad katero
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je večina prehodov aktivnih, pod njo pa pasivnih. To nam omogoča, da tkivo z ak-
tivnimi T1 prehodi modeliramo z nekoliko prirejenim Metropolisovim algoritmom.
Na vsakem časovnem koraku velja, da se bo za vsak rob, krajši od l∗, zgodil T1
prehod z verjetnostjo 1 (obratni prehod se nato nekaj časa ne more zgoditi), za rob,
daljši od l∗, pa z verjetnostjo kT1δt/E , kjer kT1 določa pogostost T1 prehodov, δt
je dolžina časovnega koraka in E število vseh robov v sistemu ter služi kot norma-
lizacija. Faktor kT1 ima sicer vlogo inverza efektivne temperature, a je potrebno
poudariti, da to ni resnična temperatura.
S to shemo aktivnih T1 prehodov lahko sedaj opazujemo relaksacijo epitelija
po deformaciji, prikazani na sliki 2.11a. Če sledimo napetosti v tkivu (slika 2.11b),
vidimo, da ob prisotnosti aktivnih T1 prehodov pada s časom, padec pa je hitrejši pri
višjem kT1, torej pri bolj aktivnem tkivu. Z drugimi besedami: aktivni T1 prehodi
fluidizirajo tkivo. Kot vizualno bolj reprezentativen primer prikazujeta sliki 2.11c
in d končni stanji sprva cilindričnega epitelija po aksialnem stisku. Epitelij z nizko
T1 aktivnostjo (slika 2.11c) se zaradi stiska deformira, epitelij z visoko aktivnostjo
(slika 2.11d) pa se ob stisku preoblikuje v krajši, a debelejši cilinder [9].
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Slika 2.11: Ilustracija strižne deformacije modelskega epitelija v 3D ogliščnem mo-
delu (a) in časovni potek strižne napetosti v takem tkivu pri različnih vrednostih
kT1 (b). Tkivo z manj aktivnimi T1 prehodi na sliki c se ob aksialnem stisku naguba,
tkivo z več aktivnimi prehodi in s tem tudi večjo fluidizacijo na sliki d pa zavzame
cilindrično obliko s polmerom, večjim od začetnega [9, 15].
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V poglavju 2 smo predstavili dva iz literature znana rezultata s področja ogliščnih
modelov epitelijev, ki se nanašata na osnovno stanje tkiva: globalno ravno tkivo ob
primerni apikalni in bazalni napetosti oblikuje periodične gube [4], medtem ko ima
močno ograjeno in cevasto tkivo v osnovnem stanju le eno gubo — ventralno brazdo
v zarodku vinske mušice [6]. V tem poglavju želimo najti način, da povežemo fiziko
teh dveh na videz zelo različnih rezultatov. V ta namen obravnavamo posplošeni
problem ograjenega cevastega tkiva, kjer je med togo steno in tkivom še sloj nesti-
sljive tekočine (slika 3.1). V limiti, ko je te tekočine zanemarljivo malo, se naš model
prevede na tistega iz dela [6], če pa sta polmer lumna in povprečna debelina sloja
tekočine mnogo večja od debeline tkiva, dobimo globalno ravno modelsko tkivo iz
dela [4].
lumen
epitelij
tekoči substrat
ρ
bazalna stran
apikalna stran
lateralna stran
toga stena
Slika 3.1: Skica obravnavane geometrije cevastega epitelijskega tkiva, obdanega s
plastjo nestisljive tekočine in ujetega v togo votlino s polmerom ρ. Skica na desni
opredeljuje tri vrste stranic celic v modelskem tkivu.
Skica obravnavane strukture, ki sestoji iz štirih slojev, je prikazana na sliki 3.1.
Sklenjeni epitelij je najprej obdan s substratom, ki je v literaturi pogosto obravna-
van kot elastični medij [8, 13]. A kot smo že omenili v podpoglavju 2.2, je mehanični
odziv substrata pogosto viskoelastičen. Zato je pri iskanju osnovnih stanj substrat
ustrezneje predstaviti kot tekočino, saj modelsko tkivo ta stanja doseže po dolgem
času, ko elastični odziv že izzveni. Isti model bomo zaradi skladnosti uporabili tudi v
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poglavju 4, kjer bomo obravnavali rastoče tkivo. Privzamemo še, da je substrat ne-
stisljiv in da hidrodinamične lastnosti, ki jih običajno zajamemo z viskoznostjo, niso
pomembne: tedaj se tekočinska narava substrata v dvodimenzionalni implementaciji
prevede le na konstantno površino slednjega.
Tako epitelij kot substrat sta obdana še s krožno togo zunanjo ograditvijo s pol-
merom ρ, izven katere oglišča epitelija ne smejo ležati. Takšna ograditev ustreza
vitelinski membrani iz podpoglavja 2.3 v limiti, ko je faktor p0 v enačbi (2.25) ne-
skončno velik. Znotraj epitelija leži lumen, prazen prostor, ki sam po sebi nima
nobenih lastnosti, zaradi konstantnih površin epitelija, substrata in celotnega ogra-
jenega sistema pa je tudi njegova površina fiksna. Za epitelij izberemo enako ener-
gijsko funkcijo (2.18) kot v študijah [3, 4, 6], pri čemer je v skladu z običajnim
biološkim poimenovanjem apikalna stranica obrnjena proti lumnu, bazalna pa je v
stiku s substratom.
Takšen model ima več bioloških realizacij. Pri ograditvi, ki se tesno prilega
epiteliju, bi to bili že omenjeni zarodek vinske mušice ali morskega ježka; v slednjem
primeru je omejitev na dvodimenzionalni presek nekoliko manj upravičena, saj je
zarodek okrogel in ne podolgovat. Za bolj oddaljene ograditve se modelsko tkivo
ujema z različnimi in v naravi zelo pogostimi cevastimi organi [13], kot je npr. v
poglavju 1 na hitro omenjeno črevesje zarodka piščanca, pri katerem ima vlogo
ograditve mišični sloj okoli substrata (slika 3.2).
b)a)
Slika 3.2: Primer nagubane morfologije cevastega epitelija iz črevesja piščančjega
zarodka [8], kjer prepoznamo 17 lepo razvitih gub dokaj enotne oblike (a). Nagu-
bano modelsko tkivo z α = 0.6, β = 3.0, ρ = 10.4 in domala popolno 8-števno
simetrijo (b).
Za lažjo primerjavo s študijo nastanka ventralne brazde [6] si izberemo, da obrav-
navamo epitelij z 80 celicami, površino substrata pa nastavimo tako, da je površina
lumna vedno enaka 600/11 površin preseka ene celice. Študijo omejimo še s po-
gojema, da je diferencialna napetost β − α večja od √2 in da velja β > α. Prvi
pogoj izvira iz meje za nastanek gub, ki je bila določena s pomočjo kontinuumskega
opisa ogliščnega modela [14], drugi pogoj pa v splošem vodi do bolj zanimivih in
biološko relevantnih nagubanih oblik; nasprotni primer bomo na kratko komentirali
na koncu poglavja 3.2. Ker imajo tako v naravi (slika 3.2a) kot tudi v naših simula-
cijah (slika 3.2b) gube v cevastem tkivu pogosto M -števno simetrijo, bomo v večini
preostanka besedila oblike epitelija klasificirali glede na število gub.
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3.1 Implementacija modela in minimizacija energije
V implementaciji modela sledimo deloma [4, 6]. Uporabimo programski paket Su-
rface Evolver [17], ki je bil razvit za numerično iskanje ravnovesnega stanja sis-
temov, katerih energija vsebuje kak površinski člen, npr. površinsko energijo ali
upogibno energijo trdne ali tekoče membrane. Ta paket je dovolj vsestranski, da
omogoča tudi opis prostorninskih členov, npr. gravitacijske energije, in raznovrstnih
geometrijskih vezi. V našem primeru so pomembne prav vezi, s katerimi zagotovimo
konstantno površino celic in substrata ter ograditev modelskega tkiva v togo okroglo
cev.
Osnovna metoda minimizacije energije je gradientni spust, kjer paket v vsakem
koraku izračuna silo na posamezno oglišče, ki je enaka negativnemu gradientu ener-
gije w glede na lego oglišča: Fi = −dw/dri = −∇iw. Sledi premik oglišča, ki vsebuje
prispevek, sorazmeren z izračunano silo, in popravek Ri, da zadostimo geometrij-
skim vezem. Celotni premik i-tega oglišča je torej enak Ri−ξ∇iw, kjer je ξ razmerje
časovnega koraka in koeficienta dušenja. Popoln opis implementacije geometrijskih
vezi je dokaj zapleten in ga zato tu ne navajamo, je pa podrobno predstavljen v
delu [18].
Modelsko tkivo, ki ga obravnavamo v tem delu, je razmeroma zapleteno in ima
mnogo lokalnih minimumov energije, v katere bi se gotovo ujelo med gradientnim
spustom iz naključnega začetnega stanja. V izogib temu v relaksacijo vključimo per-
turbacije — premike vseh oglišč, sorazmerne s slučajnimi, Gaussovo porazdeljenimi
števili. Pri tem ima faktor, ki podaja povprečno amplitudo premika, vlogo efektivne
temperature. Izkazalo se je za praktično, da efektivna temperatura med relaksacijo
pada potenčno s številom korakov proti 0, pri čemer celoten proces minimizacije
energije večkrat ponovimo od začetne temperature naprej. V tipični minimizaciji
smo napravili kakih 2 · 106 korakov.
Velik problem analize modelskega tkiva, ki ga podrobneje opišemo v podpo-
glavju 3.2, je v tem, da so energije dobro relaksiranih oblik z različnim, a primer-
ljivim številom gub zelo blizu ena drugi, s čimer so se srečali že avtorji dela [4] pri
globalno ravnem nagubanem tkivu. Zato ni mogoče razviti algoritma, ki bi poljubno
začetno obliko zanesljivo pripeljal v globalni energijski minimum. Namesto tega smo
modelsko tkivo primorani analizirati z variacijo začetnih pogojev. Pri izbranem na-
boru modelskih parametrov simulacijo zaženemo iz več začetnih stanj, ki jih opišemo
kot sinusne odmike od okrogle oblike epitelija z različnimi števili gub. Globalni mi-
nimum je tedaj tisto stanje, ki ima po relaksaciji najnižjo energijo. S tem se sicer
nekoliko omejimo na oblike s približno M -števno simetrijo, kot je tista na slikah 3.2
in 3.3, a ker so v naravi nagubane epitelijske oblike pogosto dokaj periodične, to ni
preveč problematično. Prav tako je minimizacijski algoritem dovolj zmogljiv, da na
podlagi začetne oblike z neko simetrijo najde tudi minimume z drugačno simetrijo
kakor tudi nesimetrične oblike.
Potrebno je seveda poudariti, da ne moremo z gotovostjo trditi, da nas je nu-
merična minimizacija energije res pripeljala do stanja z najnižjo možno energijo pri
danih parametrih. Vseeno pa lahko iz sistematičnosti in fizikalne smiselnosti rezul-
tatov sklepamo, da ti od osnovnih oblik ne odstopajo opazno. Še en argument, da
privzeta začetna simetrija ni problematična, je razviden iz poglavja 4, v katerem
obravnavamo dinamično rast tkiva. Začnemo z okroglo obliko, a se počasi rastoče
modelsko tkivo vseeno relaksira v oblike s skoraj popolno M -števno simetrijo.
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bazalna konstrikcija
neugodni segment
ugodni segment
Slika 3.3: Osnovno stanje modelskega tkiva pri α = 0.6 in β = 2.5, ki ima skoraj
popolno 6-števno rotacijsko simetrijo. V eni od 6 gub smo z zeleno označili celice,
za katere je značilna krajša bazalna (zunanja) stranica in daljša apikalna (notranja)
stranica. Oblika teh celic je podobna obliki izoliranih celic pri gornjih vrednostih
α in β, zato imajo nizko energijo in tvorijo energijsko ugodni segment gube. Pri
srednjih treh celicah v zelenem segmentu opazimo bazalno konstrikcijo, torej po-
polnoma trikotno obliko. Pri rdeče obarvanih celicah je apikalna stranica krajša
od bazalne, zato je njihova energija višja od energije celic v ugodnem segmentu; te
tvorijo energijsko neugodni segment.
3.2 Osnovne oblike neograjenega tkiva
Najprej analiziramo osnovne oblike modelskega tkiva, pri katerih je polmer ograditve
dovolj velik, da se ograditev epitelija ne dotika in tako ne vpliva na obliko z najnižjo
energijo. Na sliki 3.4 so prikazane numerično dobljene oblike z apikalno napetostjo
α = 0.6 (to vrednost si bomo v delu večkrat izbrali za podrobno analizo, saj iz
obstoječe literature vemo, da ustreza smiselnim oblikam epitelija [4]) in različnimi
vrednostmi bazalne napetosti β oziroma diferencialnimi napetostmi β − α.
Izkaže se, da pri dani diferencialni napetosti β − α obstaja več stabilnih oblik z
različnimi števili gub — pri β−α = 1.9 npr. take s 4, 5, 6, 7 in 8 gubami. Na sliki 3.4
smo pri vsaki vrednosti β − α prikazali vse stabilne oblike, z zeleno pa smo označili
tisto z najnižjo energijo. Vidimo, da število gub narašča z diferencialno napetostjo
od 2 pri β − α = 1.5 in 1.6 do 8 pri β − α = 2.3 in 2.4. Pri tem je potrebno
poudariti, da oblike z 2 gubama nismo dobili z v podpoglavju 3.1 opisanim sinusnim
nastavkom, temveč kot rezultat zelo dolge relaksacije oblike s 3 gubami pri α = 0.6
in β = 2.2 in s to obliko začeli relaksacije pri drugih parametrih. Ta oblika se je
izkazala za zelo stabilno in nismo uspeli točno določiti, pri katerih vrednostih α in
β je obstojna.
Naraščanje števila gub z diferencialno napetostjo β − α lahko pojasnimo po-
dobno, kot smo v podpoglavju 2.3 razložili obnašanje globalno ravnega epitelija [4].
Pri obravnavanih vrednostih napetosti α in β je preferenčna oblika celic trapez ozi-
roma trikotnik z degenerirano bazalno stranico dolžine 0. Ker mora biti celotna
ukrivljenost cevastega epitelija seveda negativna (gledano s stališča substrata, ki
tkivo obdaja na zunanji strani), se celice v vsaki gubi uredijo v energijsko ugoden
segment trikotnih celic s krajšo bazalno stranico in v energijsko neugoden segment
celic s krajšo apikalno stranico, ki zaključijo gubo (slika 3.3). Taka struktura ima
nižjo energijo od okroglega tkiva, kjer imajo vse celice enako obliko in je apikalna
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Slika 3.4: Stabilna modelska tkiva pri tako velikem polmeru toge ograditve, da
slednja na obliko epitelija ne vpliva, in z α = 0.6 in β − α med 1.5 in 2.4, torej β
med 0.9 in 1.8. Pri vsaki vrednosti β − α smo z zeleno označili obliko z najnižjo
energijo. Ker toga ograditev in s tem tekoči substrat na modelsko tkivo nimata
vpliva, ju zaradi preglednosti nismo narisali.
stranica krajša od bazalne, kar je pri β − α > 0 energijsko neugodno. Pri nara-
ščajoči diferencialni napetosti je za minimizacijo energije očitno potrebnih vse več
gub, ki tako vsebujejo vse manj celic. Tako obnašanje so že opazili pri globalno
ravnem epiteliju [4], kjer število celic v gubi tudi pada z diferencialno napetostjo.
Podobno kot pri globalno ravnem epiteliju tudi mi opazimo razširjene valovite oblike
pri manjših vrednostih diferencialne napetosti in skrčene kompaktne oblike pri ve-
čjih. Pomembna razlika med našo cevasto geometrijo in med globalno ravnim tkivom
pa je, da se v prvi valovna dolžina gube ne more zvezno spreminjati, saj imamo v
tkivu z M -števno simetrijo (kakršna so tista s slike 3.4) nujno celo število enakih
gub, od katerih je vsaka omejena na kotni izsek velikosti 2pi/M .
Zanimivo je pogledati še, kako se z naraščajočo diferencialno napetostjo spremi-
njajo energije osnovne oblike in ostalih stabilnih oblik, kar je prikazano na sliki 3.5a,
kjer smo narisali energijo oblik s 2, 3, 4, . . . 8 gubami pri različnih β − α. Kot vi-
dimo, so razlike med oblikami dokaj majhne, energija pa narašča približno linearno.
Slednjega ni težko razložiti, saj bi isto opazili, če bi pri poljubni obliki s slike 3.4
le spreminjali bazalno napetost, ne da bi ob tem dopustili, da se modelsko tkivo
relaksira; na to nas navede podobnost oblik v posamezni vrstici tabele na sliki 3.4.
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Ob nespremenjenih dolžinah stranic celic je namreč energija tkiva (2.18) linearna
funkcija β in s tem β − α, kar je skladno z rezultati s slike 3.5a.
Za lažjo analizo energijskih razlik med različnimi stanji na sliki 3.5b odštejemo
dominantni linearni člen, ki ga določimo kar s prileganjem linearne funkcije na vse
energije s slike 3.5a. Tu lepo vidimo, da število gub v obliki z najnižjo energijo
narašča z diferencialno napetostjo, kor prikazuje slika 3.4. Hkrati je razvidno tudi,
da imata pri dani vrednosti β − α drugo in tretjo najnižjo energijo skoraj vedno
modelski tkivi, ki imata 1 gubo več ali manj kot osnovna oblika.
Na hitro se pomudimo še pri oblikah za primer, ko je α > β. Dva primera
osnovnih oblik za β = 0.6 in enaki površini lumna Al = 600/11 kot prej ter α = 2.2
in α = 2.6 sta prikazana na sliki 3.6a oziroma b. Razvidno je, da konstrikcije sedaj
nastanejo na apikalni strani, saj ta nosi večjo napetost. Gube pri teh oblikah so
diferencialna napetost β - α
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Slika 3.5: Energija na celico pri stabilnih oblikah modelskih tkiv s 2, 3, 4, . . . 8
gubami v odvisnosti od diferencialne napetosti pri α = 0.6 (a). Na sliki b so iste
energije prikazane brez dominantnega linearnega člena, ki ga določimo s prileganjem.
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manj izrazite, je pa oblika podobna tisti, ki jo najdemo v cistah, ki so v prebavnem
traktu podobno kot resice zelo pogoste. Tako ima tudi ta del parametrskega prostora
biološki pomen. Bolj poudarjene gube dobimo, če zmanjšamo prostornino lumna.
Sliki 3.6c in d tako kažeta oblike z štirikrat manjšo površino Al = 150/11, preostali
parametri pa so enaki kot na slikah 3.6a oziroma b. Potrebno je poudariti, da smo
pri izračunih z manjšim lumnom v izogib samoprekrivanja tkiva zahtevali, da celice
ostanejo na tisti strani simetrale čez sredino gube, na kateri so začele simulacijo, kar
po naših izkušnjah ne vpliva na zanesljivost izračunanih oblik.
a)
d)c)
b)
Slika 3.6: Osnovne oblike modelskega tkiva pri Al = 600/11 za α = 2.2, β = 0.6 (a)
in α = 2.6, β = 0.6 (b) ter pri Al = 150/11 in enakih parametrih (c oziroma d).
3.3 Vpliv ograditve
Sedaj vemo, kakšne so osnovne oblike neograjenega tkiva, in se lahko tako posvetimo
vprašanju, kako na obliko energijskega minimuma vpliva polmer ograditve ρ. Na
sliki 3.7a vidimo osnovne oblike, ko se ograditev ravno dotika najbolj zunanjih delov
epitelija (ρ = 7.73). Razvidno je, da se ne razlikujejo od tistih s slike 3.4, na katere
ograditev ni vplivala.
Če sedaj polmer ograditve zmanjšamo še za 10%, tako da toga stena opazno
stiska tkivo (ρ = 6.96), se razmere precej spremenijo (slika 3.7b). Pri majhnih
diferencialnih napetostih β − α . 1.9 ima osnovna oblika sedaj vedno 3 gube, pri
velikih diferencialnih napetostih β−α & 2.2 pa 8. Vmes so še prehodne, asimetrične
oblike, ki so nagubane le na eni strani in spominjajo na kombinacije ene velike gube
iz oblike z malo gubami ter nekaj majhnih gub iz oblike z veliko gubami.
Te rezultate lahko povežemo z rezultati iz dela [6], kjer je obravnavan zelo tesno
ograjen epitelij z ρ = 6.54, pri kateri so za vse v tem delu analizirane diferencialne
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Slika 3.7: Osnovne oblike modelskega tkiva pri blagi (ρ = 7.73) in srednji (ρ = 6.96)
ograditvi. Oblike pri blagi ograditvi se ne razlikujejo od oblik neograjenega tkiva,
pri srednji ograditvi pa se oblikujeta ločeni območji z malo in veliko gubami.
napetosti ugotovili, da ima osnovna oblika le eno gubo. Na osnovni naših rezultatov
lahko sedaj sklepamo, da se ob tako zmanjšanem polmeru ograditve območje z malo
gubami razširi na vse diferencialne napetosti, medtem ko asimetrično, prehodno
območje in območje z veliko gubami izgineta (slika 3.8).
3.4 Fazni diagram
Preostane nam še, da določimo fazni diagram za α = 0.6 v odvisnosti od diferencialne
napetosti β − α in polmera ograditve ρ. V ta namen smo izračunali energije pri
vmesnih polmerih ograditve in tako dobili grafe, kot je tisti na sliki 3.9a. Zaradi
računske zahtevnosti se omejimo na oblike s števili gub med vključno tistimi, ki
ustrezajo globalnemu minimumu neograjenega, in tistimi, ki jih dobimo pri srednji
ograditvi (ρ = 6.96).
Mejo režima z malo gubami ocenimo kot polmer ρc, pri katerem sta energiji oblik s
3 in 4 gubami enaki; kot je razvidno iz slike 3.9, energija oblik z več gubami narašča
hitreje kot energija oblik z manj gubami. Pri tem privzamemo, da se numerično
izračunana energija med dvema zaporednima analiziranima polmeroma ograditve
spreminja linearno, tako da lahko določimo lego presečišča, kar zadošča za izračun
faznega diagrama.
Podobno prehod med zveznim režimom in režimom z veliko gubami določimo
kot točko, kjer imata obliki s 7 in 8 gubami enako energijo. Tu smo kot dodatno
točko izračunali še prehod pri α = 0.6 in β = 2.7, kjer je minimum sicer oblika v
vmesnem območju. Izkazalo pa se je, da je energija slednje skoraj enaka energiji
oblike z 8 gubami in tako gotovo znotraj napake numerične relaksacije.
Dodatni rezultati iz tega podpoglavja nam tudi ponujajo možno razlago, zakaj
oblike razpadejo v dve ločeni območji. Če opazujemo oblike s 3 in 5 gubami ob
zmanjšanju polmera ograditve (slika 3.9b), vidimo, da je oblika s 3 gubami skoraj
nespremenjena. Nasprotno se pri obliki s 5 gubami gube opazno sploščijo in lahko bi
celo rekli, da oblikuje apikalne konstrikcije. To se ujema z energijami na sliki 3.9a,
kjer je energija oblike s 3 gubami skoraj konstantna, energija oblike s 5 gubami pa
se močno spreminja v odvisnosti od polmera ograditve ρ.
V faznem diagramu na sliki 3.10 ločimo več območij. Nad polmerom ograditve
ρ0 = 7.4 se z večanjem diferencialne napetosti število gub spreminja v korakih
po 1. Ograditev na osnovno obliko tkiva nima znatnega vpliva. Pri dovolj majhnih
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Slika 3.8: Trije režimi ograditve (a): pri šibki ali neobstoječi ograditvi število gub za-
seda zaporedna števila, pri srednji ograditvi se oblikujeta ločeni območji z majhnim
in velikim številom gub ter ozek prehodni pas, ki ga ponazarja asimetrična oblika z
ρ = 6.96 in β − α = 2.0, pri tesni ograditvi pa se območje z malo gubami [6] razširi
čez celotno območje opazovanih diferencialnih napetosti. Na sliki b, ki prikazuje
odvisnost števila gub od diferencialne napetosti pri treh polmerih ograditve, se šte-
vilo gub seveda spreminja v celoštevilskih korakih, a smo zaradi preglednosti točke
vseeno povezali z ravnimi črtami. Enako smo napravili tudi na vseh drugih slikah v
tem delu, kjer prikazujemo na ordinati število gub.
polmerih se pri vseh vrednostih diferencialne napetosti oblikuje območje z malo
gubami (3 pri ρ = 6.96 in 1 pri ρ = 6.54), znotraj katerega število gub skoraj ni
odvisno od diferencialne napetosti. Polna črna črta v levem delu faznega diagrama
označuje mejo tega območja, črtkana črta pa je ekstrapolacija na osnovi dela [6] za
zelo majhne polmere.
Zgornji desni del diagrama je bolj zapleten in ga je najlažje razumeti, če opazu-
jemo, kako se osnovne oblike modelskega tkiva spreminjajo ob zmanjševanju polmera
ograditve. Pri diferencialnih napetostih okoli β−α = 2 imamo pri velikih ρ oblike s 6
do 7 gubami, ki pri dovolj majhnem polmeru preidejo v prehodne, asimetrične oblike
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Slika 3.9: Primerjava energije oblik s 3, 4 in 5 gubami z α = 0.6 in β = 2.4 (a).
Oblika s 3 gubami predstavlja minimum pri srednji ograditvi, tista s 5 pa minimum
neograjenega tkiva. Ocena polmera ρc, pod katerim preidemo v režim z malo gu-
bami, je označena z črno točko. Majhna odstopanja od lokalnega trenda energije, še
posebej pri 3 gubah, izvirajo iz numerične metode. Slika b prikazuje ograjeni obliki
s 3 in 5 gubami pri ρ = 7.5 (zgornja vrstica) in pri ρ = 7.04 (spodnja vrstica).
kot je tista na sredini slike 3.8a. Ker za razliko od območij z malo in veliko gubami
meje območja prehodnih oblik ne moremo enostavno izračunati po zgoraj opisani
metodi, smo zaradi preglednosti v faznem diagramu le šrafirali njegovo približno lego
brez jasnih mej.
Pri večjih vrednostih diferencialne napetosti, recimo pri β − α = 2.2, najdemo
namesto prehodnih oblik tkiva z 8 enakimi gubami. Prehod v območje oblik z
8 gubami smo označili s polno črto. V obeh primerih nas nadaljnje zmanjšanje
polmera ograditve pripelje v območje oblik z malo gubami. Poudarimo še, da je
najmanjši možni polmer, v katerega lahko sploh uredimo 80 celic in lumen s po-
vršino Al = 600/11, približno ρ = 6.54. Tako je razpon vrednosti do največjega
polmera ograditve ρ0 = 7.4, pri katerem ima ograditev ravno še vpliv, zelo ozek, saj
znaša le 13% velikosti minimalnega polmera. To je tudi razlog, da smo ograditev v
poglavju 4 umaknili, saj nas bo zanimala predvsem rast tkiva, na sliki 4.9 pa vidimo,
da je ograditev znatno odmaknjena. Naposled lahko pričakujemo tudi, da so fazni
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Slika 3.10: Fazni diagram oblik cevastega epitelija za α = 0.6. Črna točka označuje
največji polmer ograditve ρ0, pri katerem ograditev še vpliva na osnovne oblike.
Preostale numerično določene meje območij oblik z malo gubami in oblik z veliko
gubami so označene s črnimi karami in povezane s polnima črtama. Prekinjena črta
je ekstrapolacija meje območja osnovnih oblik z malo gubami iz znanih rezultatov [6].
S senčenjem s sivinami, kjer bela ustreza oblikam z malo gubami, temno siva pa
tistim z veliko gubami, smo kvalitativno ponazorili število gub. Šrafiramo območje
zaradi preglednosti približno nakazuje območje prehodnih oblik.
diagrami pri drugih vrednostih α vsaj v fizikalno pomembnih lastnostih kvalitativno
podobni, dokler velja α < β in je diferencialna napetost večja od
√
2.
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Dinamična rast
Dognanja iz literature, ki smo jih predstavili v poglavju 2, in naši rezultati iz po-
glavja 3, slonijo na predpostavki, da določa obliko tkiva mehanično ravnovesje, torej
minimum mehanične energije. A za mnoga epitelijska tkiva je značilna sprotna de-
litev celic, ki je gornji modeli ne vključujejo, čeprav prav tako prispeva h gubanju
celo tedaj, ko tkivo sploh ni pritrjeno na substrat [10]. V tem poglavju predstavimo
posplošitev našega modela iz poglavja 3, v kateri nastopa celična delitev kot drugi
dejavnik, ki lahko v primernih okoliščinah poleg apikobazalne polarizacije doprinese
h gubanju cevastega epitelija.
Da bomo bolje razumeli, kako posplošeni model deluje, si najprej oglejmo zelo
okleščeno in v mehaničnem smislu preprosto teorijo gubanja izključno zaradi delitve
celic, ki že obstaja v literaturi.
4.1 Drasdov model gubanja s hitro rastjo
Delo [10] obravnava problem gubanja tkiva kot posledico hitre rasti zaradi delitve
celic. Posamezne celice so po delitvi predstavljene kot krogle s polmerom R, med
delitvijo pa kot dve delno prekrivajoči krogli z enakim polmerom (slika 4.1). Po-
dobno kot v večini do sedaj predstavljenih študij in rezultatov obravnavamo le 2D
presek tkiva, njegova energija pa sestoji iz treh členov
V tot =
∑
i<j
V NNij +
∑
i
V bendi +
∑
i
V roti . (4.1)
Prvi člen opisuje adhezijo in odboj med sosednimi celicami, vključuje pa tudi njihovo
nestisljivost:
V NNij =
 
([
2d˜ij(t)/δ − 1
]2
− 1
)
, 0 ≤ d˜ij ≤ δ
∞, sicer
. (4.2)
Tu je d˜ij(t) = dij(t) − 2R, kjer je dij(t) razdalja med središčema najbližjih krogel
v sosednih celicah i in j. Radialni profil energije je izbran tako, da ne dopušča ne
premajhnih ne prevelikih razdalj med celicami, kar kvalitativno ustreza nestisljivo-
sti slednjih oziroma zagotavlja fizično integriteto tkiva. Največji dovoljeni lokalni
raztezek tkiva je δ = 0.2R, predfaktor  pa predstavlja elastični modul tkiva.
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Slika 4.1: Shema Drasdovega modela delitve [10]. Posamezne celice so predstavljene
kot krogle, med delitvijo pa kot dve prekrivajoči se krogli. Med sosednima celicama
deluje potencial, ki ga opisuje enačba (4.1). Slika je vzeta iz dela [1].
Drugi člen v enačbi (4.1) upošteva polarizacijo tkiva zaradi neizotropne poraz-
delitve adhezijskih molekul in ima obliko
V bendi =
1
3
i+1∑
j=i−1
κ
2
(
1
rj
− cs
)2
rjβj, (4.3)
kjer je rj lokalni polmer ukrivljenosti pri j-ti celici, βj lokalni kot ukrivljenosti, cs
preferenčna ukrivljenost in κ upogibna konstanta. Tretji člen v enačbi (4.1) poskrbi,
da se celice delijo v ravnini tkiva. Zapišemo ga kot
V roti = γ
(
αopti − αi
)2
, (4.4)
pri čemer je αi trenutna orientacija celične osi in αopti njena preferenčna vrednost,
ki se ujema s tangento na lokalni profil tkiva.
Razvoj sistema je izveden z Metropolisovim algoritmom. V vsakem koraku lahko
ena izmed celic poskuša izvesti eno od treh možnih potez: translacijo, mnogo krajšo
od R, rotacijo, mnogo manjšo od pi, ali rast (povečanje razdalje med kroglama v
deleči se celici), spet mnogo manjšo od R. Prvi dve potezi sta mnogo pogostejši od
rasti, saj se poskus rasti celice namreč zgodi le na vsakih ng  1 poskusov traslacije
in rotacije. Kot je običajno, sta translacija in rotacija sprejeti z verjetnostjo 1, če
zmanjšata energijo sistema, sicer pa z verjetnostjo
exp
(
−∆V
tot
FT
)
. (4.5)
Pri tem je ∆V tot sprememba energije, metabolno energijo FT , ki ima vlogo pro-
dukta Boltzmannove konstante in efektivne temperature, pa lahko reabsorbiramo v
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konstante modela preko  = /FT , κ = κ/Ft in γ = γ/FT . Poizkus rasti je vedno
sprejet, če le ne vodi do prekrivanja celic ali raztezka, ki bi presegal največjo do-
voljeno vrednost δ. Tako je čas celičnega cikla τ sorazmeren z ng, če prekrivanje
ni pomembno. V slednjem primeru pa imamo povprečni čas cikla τR večji od prej
omenjenega τ .
Poglejmo sedaj primer rasti sprva ravnega tkiva pri fiksni legi robnih celic (sli-
ka 4.2a). Ko je v modelskem tkivu toliko celic, da je vsota ravnovesnih razdalj sose-
dnih celic večja od razdalje med pritrdiščema, ima stanje tkiva z najmanjšo energijo
obliko krožnega loka (slika 4.2c) [1, 10]; za to obliko je namreč značilna najmanjša
upogibna energija. A v simulaciji tkivo te oblike nikdar ne doseže, temveč vselej
konča v dokaj periodičnem nagubanem stanju. Slika 4.2b kaže dve takšni obliki, od
katerih ustreza gornja hitrejši delitvi kot spodnja. Opazimo, da je značilna perioda
gube tem večja, čim počasneje se celice delijo. Sklepamo, da obstaja energijska ba-
riera med globalnim minimumom in lokalnimi minimumi z majhno valovno dolžino
ter da postaja učinek lokalne relaksacije upogibne in raztezne energije modelskega
tkiva prostorsko vse bolj omejen ob naraščajoči hitrostji delitve celic.
a) b) c)
oblika z najnižjo energijonagubana oblikazačetna oblika
λ
λ
τ
4τ
Slika 4.2: Razvoj tkiva v Drasdovem modelu pri fiksnih legah robnih celic. Začetno
stanje je ravno (a). Zaradi delitve celic se tkivo naguba, pri čemer hitrejša delitev
vodi do krajše valovne dolžine λ (b; tu ima spodnje modelsko tkivo štirikrat daljši
čas delitve kot zgornje). Osnovnega stanja, ki ima obliko krožnega loka (c), modelsko
tkivo med razvojem ne doseže. Prirejeno po delu [1].
Ta analiza lepo pokaže, da je že rast tkiva lahko vzrok za gubanje tudi v od-
sotnosti apikobazalne polarizacije in substrata. Zato se v nadaljevanju posvetimo
mehanično bolj podrobnemu ogliščnemu modelu rastočega tkiva.
4.2 Ogliščni model rastočega tkiva
Rast in gubanje epitelija zaradi delitve preučimo z enakim modelom cevastega tkiva,
kot smo ga uporabili v poglavju 3, le da polmer ograditve ρ pošljemo proti neskonč-
nosti; modelsko tkivo obravnavamo pri konstantni površini lumna Al = 600/11, torej
enaki kot v poglavju 3. V model vključimo še delitev celic, ki jo implementiramo
na sledeč način. Čas simulacije razdelimo na intervale dolžine τ in na koncu vsa-
kega intervala naključno izberemo celico. Nato z novo lateralno stranico povežemo
središči njene apikalne in bazalne stranice, kar nam iz 1 materinske da 2 hčerinski
celici (slika 4.3). Preferenčna površina hčerinskih celic je enaka preferenčni površini
materinske celice, po delitvi pa izbrano celico za naslednjih nx poskusov delitve iz-
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a) b) c)
Slika 4.3: Shema delitve celic v 2D ogliščnem modelu. Znotraj vsakega časovnega
intervala dolžine τ slučajno izberemo celico, ki se deli (a; modra). Nato z novo
lateralno stranico povežemo središči apikalne in bazalne stranice te celice (b; črtkana
črta), s čimer dobimo 2 hčerinski celici (c).
ločimo iz ansambla, iz katerega žrebamo celico za delitev. V našem algoritmu smo
nx postavili na 9, kar po naših izkušnjah učinkovito prepreči, da bi se ista celica
prepogosto delila; za ta izbor seveda ni biološkega argumenta.
Kot rečeno, v tem poglavju ne uporabljamo predpostavke, da je modelsko tkivo
v svojem osnovnem stanju, temveč sledimo njegovemu časovnemu razvoju, pri tem
pa privzamemo, da je trenje dovolj izrazito, da lahko uporabimo nadkritično dušeno
dinamiko, kjer je
δRi
δt
= −∇iw. (4.6)
Tu je Ri lega i-tega oglišča, ∇i gradient glede na lego i-tega oglišča, w energija tkiva
in δt dolžina časovnega koraka v brezdimenzijskih enotah. Simulacije začnemo z 10
celicami, primer razvoja tkiva pa je prikazan na sliki 4.4. Upoštevamo še prepoved
prekrivanja, ki jo predstavimo v podpoglavju 4.3. Vidimo, da ostane modelsko tkivo
v grobem okroglo, dokler število celic ni dovolj veliko, nato pa se naguba. Število
gub se s časom potem ne spreminja več.
10 30 60 90 120
število celic
Slika 4.4: Primer dinamične rasti modelskega tkiva, ki ima sprva 10 celic in je
okrogle oblike. Deleče se tkivo ostane okroglo, dokler število celic ne preseže praga
pri približno 70. Nato se naguba. Število gub se s časom potem ne spreminja več;
v prikazanem primeru je gub 12. Uporabljeni parametri so α = 0.6, β = 0.6 in
τ = 0.2, tkivo pa je narisano pri 10, 30, 60, 90 in 120 celicah.
4.3 Implementacija neprekrivajočega se tkiva
Ključni problem pri analizi rastočega epitelija je splošna implementacija neprekri-
vanja tkiva. Programski paket Surface Evolver, ki ga uporabljamo v tem delu,
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vsebuje enostavna geometrijska pravila, na primer omejitve oglišč na polravnino ali
premico (tako je recimo implementirana ograditev v poglavju 3), ne pa splošne re-
šitve, ki bi zagotavljala, da se stranice različnih celic ne prečkajo (slika 4.5). Ker je
to razmeroma pogost problem v širši literaturi ne le pri ogliščnih, temveč tudi pri
kontinuumskih modelih, je vredno podrobneje razložiti, kako ga rešimo v tem delu.
prekrivanje dovoljeno prekrivanje prepovedano
Slika 4.5: Uporabljeni programski paket Surface Evolver ne zagotavlja nepre-
krivanja celic, ki je v širši literaturi pogost problem. Tako moramo razviti rutino,
ki onemogoči prekrivanje.
Uporabimo sledečo implementacijo, ki ločeno zagotovi, da se ne sekajo apikalne
in bazalne stranice, saj je geometrija problema takšna, da se apikalne stranice ne
sekajo z bazalnimi, če se le najprej ne sekajo z apikalnimi in obratno. Poglejmo
najprej, kako rešimo problem za apikalne stranice, pred tem pa še izpostavimo, da
vsaki apikalni stranici pripada vektor med njenima ogliščema in so vektorji stranic
urejeni v obratni smeri urinega kazalca okoli lumna. Sedaj v algoritmu izvedemo
dve zanki, eno po vseh apikalnih ogliščih in drugo po apikalnih stranicah. Na nekem
koraku imamo tako dano apikalno oglišče i na mestu vi in apikalno stranico e med
ogliščema a in b na mestih va oziroma vb, pri čemer se pripadajoči vektor stranice
e začne v a in konča v b (slika 4.6). Potrebujemo še pomožni vektor
d = vi − va. (4.7)
i
a
b
e
d i
b
a
e
d
(d x e)  > 0
z
(d x e)  < 0
z
Slika 4.6: Samoprekrivanje znotraj posamezne gube lahko zaznamo z izrazom d×e,
kjer sta d in e vektorja od oglišča a do oglišča i oziroma od oglišča a do oglišča b.
Ta izraz ima pri neprekrivajočem paru oglišča in stranice negativno komponento v
smeri osi z, za prekrivajoč par pa pozitivno komponento v smeri osi z.
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Znotraj posamezne gube potem velja, da je oglišče i prečkalo stranico e, če njegova
projekcija na daljico skozi a in b leži na stranici e in ima z komponenta vektorskega
produkta
d× e (4.8)
pozitivno vrednost, medtem ko negativna vrednost komponente pomeni, da prekri-
vanja za ta par stranica — oglišče ni (slika 4.6). Če s to rutino najdemo prekrivajoče
oglišče, ga potem projiciramo na rob e. Implementacija rutine za neprekrivanje ba-
zalnih stranic je do predznaka enaka.
Opisana rutina najde prekrivanja znotraj posamezne gube, hkrati pa kot pre-
krivanja potencialno in zmotno zazna tudi oglišča v sosednih gubah. Če na primer
levi strani strukture na sliki 4.6b dodamo enako strukturo (slika 4.7), bo izraz (4.8)
za vsa oglišča v levi podstrukturi in stranice v desni polovici leve podstrukture dal
pozitivno z komponenti vektorskega produkta d×e in tako vsa oglišča, ki se projici-
rajo na te stranice, zaznala kot prekrivanja. V ta namen uvedemo dodatni pogoj, da
je razdalja med stranico in ogliščem lahko največ 0.5, da ju lahko zazna kot prekri-
vajoča. Ker je površina celic v reduciranih enotah, ki jih tu uporabljamo, enaka 1,
v delu razvoja, ko pride do prekrivanja, pa sta širina celic primerljiva z njihovo vi-
šino, nam to zagotavlja, da kot prekrivanj ne zaznamo oglišč v drugih gubah, ki so
večinoma oddaljene za vsaj dve debelini epitelija.
Slika 4.7: Ilustracija dejstva, da izraz (4.8) sam po sebi ne zadošča za identifikacijo
prekrivanj, saj kot prekrivanja zazna tudi nekatera oglišča iz sosednih gub. Tako bi
na primer vse rdeče točke na sliki štel za prekrivanja z modrim robom.
Ker vemo, da je nastanek konstrikcij ključnega pomena za relaksacijo energije, v
izogib kakršnim koli zapletom zaradi neželenih interakcij med nastankom konstrikcij
in rutino za preprečevanje samoprekrivanja pri slednji upoštevamo samo robove,
daljše od 0.3. Potrebno je poudariti tudi, da rutina ni popolnoma rigorozna in da
obstajajo mejne geometrije, v katerih ne deluje, česar pa v simulacijah skoraj nismo
zaznali. Potencialni problem implementacije je tudi v tem, da na enkrat izračuna in
nato izvede potrebne premike za eno oglišče, preden izračuna premike za naslednje
oglišče, kar bi morda lahko vodilo do majhnih nedoslednosti. A po naših izkušnjah
opisani pristop povsem ustrezno reši problem prekrivanja.
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4.4 Kvazistatična rast
Preden se posvetimo osnovnemu vprašanju tega poglavja, je zanimivo pogledati še,
kako bi izgledala rast, če bi bilo tkivo vedno v osnovnem stanju. Obravnavamo
torej popolnoma enak model kot v poglavju 3, le da pri konstantni površini lu-
mna Al = 600/11 pošljemo polmer ograditve v neskončnost in poiščemo ravnovesno
obliko tkiva z različnimi števili celic N , tako da vsakokrat minimiziramo energijo
na enak način kot v podpoglavju 3.1, po potrebi pa vključimo še rutino za pre-
prečevanje samoprekrivanja. Reducirano apikalno napetost α postavimo na 0.6 in
obravnavamo modelsko tkivo pri nekaj različnih reduciranih bazalnih napetostih β,
da je diferencialna napetost β−α = 1.6, 1.9 in 2.4. Rezultate smo zbrali na sliki 4.8,
ki prikazuje odvisnost števila gub od števila celic.
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Slika 4.8: Število gub v osnovnem stanju modelskega tkiva z α = 0.6 v odvisnosti od
števila celic N pri različnih vrednostih diferencialne napetosti β − α. Pri majhnem
številu celic, torej v zgodnji stopnji rasti, je tkivo ne glede na parametre okroglo
(sivo območje; vse točke ležijo na abscisi), nato pa se naguba in število gub narašča
z diferencialno napetostjo β − α ter s številom celic N (belo območje). V senčenem
vmesnem območju tkivo ni okroglo, a gube vseeno niso jasno definirane. Slika b od
leve proti desni prikazuje oblike s 40, 60 in 120 celicami pri α = 0.6 in β = 2.5.
S te slike razberemo, da je pri dovolj majhnem številu celic do okoli N = 50
oblika tkiva okrogla ne glede na diferencialno napetost β − α. Med približno 40
in 60 celic sledi prehodno območje, kjer se tkivo ob primerni diferencialni napetosti
sicer naguba, a oblike ni možno jasno opisati preko števila gub in uvihkov. Naposled
so modelska tkiva z N & 60 kvalitativno enaka kot tista z 80 celicami in oddaljeno
ograditvijo v podpoglavju 3.2, saj jih tvorijo lepo oblikovane in domala enake gube,
katerih število narašča z diferencialno napetostjo. Izkaže se tudi, da pri fiksni dife-
rencialni napetosti število gub narašča s številom celic, tako da je število celic na
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gubo vsaj približno podobno.
To dejstvo je eksperimentalno pomembno, saj vemo, da pri rasti (in torej pri
naraščanju števila celic) npr. črevesja piščančjega zarodka začnemo z okroglim pre-
sekom, nato pa število gub narašča s časom (slika 4.9) [8], kar se ujema z našimi
teoretičnimi napovedmi. Poudarimo naj, da nimamo točnega podatka o eksperi-
mentalnem številu celic, potrebnem za nastanek dodatne gube. Prav tako smo tu
predstavljene rezultate zaradi lažje primerjave izračunali pri konstantni površini lu-
mna, v črevesju rastočega zarodka pa se ta s časom očitno spreminja.
Slika 4.9: Rast preseka piščančjega črevesja med embrionalnim razvojem [8]. Število
gub v tkivu narašča s časom, kar se ujema z našimi teoretičnimi napovedmi v modelu
kvazistatične rasti.
4.5 Dinamična rast
Sedaj se posvetimo osrednjemu vprašanju tega poglavja, to je dinamični rasti tkiva.
Obravnavamo modelsko tkivo iz sprva 10 celic, ki razvrščene v okrogel pas obdajajo
lumen s konstantno površino. Tkivo se relaksira z nadkritično dušeno dinamiko
[enačba (4.6)], v vsakem časovnem intervalu τ pa se deli naključno izbrana celica.
Omenimo še, da lahko v razumnem času za zmerne vrednosti τ (med okoli 1 in 10)
izvedemo simulacije do recimo 200 celic. Najprej prikažimo nekaj različnih stanj
tkiva z 110 celicami pri α = 0.6 ter različnih vrednostih β in τ (slika 4.10).
Že iz zbranih 12 oblik s slike 4.10 lahko razberemo bistvene lastnosti rastočega
tkiva. Pri hitri delitvi (levi stolpec) je število gub veliko, oblika tkiva pa nepravilna.
Nasprotno so pri počasni delitvi (τ = 200, desni stolpec) oblike približno simetrične
ter kvalitativno močno spominjajo na osnovna stanja, ki smo jih izračunali v po-
glavju 3 in podpoglavju 4.4. Pri zmerno hitri delitvi (τ = 5, srednji stolpec) dobimo
oblike, ki sicer niso tako pravilne kot pri počasni delitvi, a so jim vseeno bolj po-
dobne kot tistim, ki nastanejo pri hitri delitvi. Nad kritično diferencialno napetostjo
β − α = √2 (β = 2.5 in 4 v tretji oziroma četrti vrstici) tudi jasno vidimo nasta-
nek bazalnih konstrikcij, kjer je nekaj celic v vsaki gubi trikotne oblike; pri zelo
hitri delitvi, npr. pri τ = 0.1, se bazalne konstrikcije pojavijo že pri nekaj manjši
diferencialni napetosti.
Potrebno je poudariti, da oblike s slike 4.10 ne predstavljajo osnovnih stanj, saj
se ob delitvi celic število gub spreminja le v začetku, ko iz okroglega tkiva nastane
nagubano, potem pa ne več: to prikazuje zaporedje oblik pri α = β = 0.6 in τ = 0.2
ter različnih časih na sliki 4.4. Iz podpoglavja 4.4 pa vemo, da povečanje števila celic
za približno 20 (slika 4.8) praviloma prinese dodatno gubo v osnovnem stanju. Da se
sistem do osnovnega stanja ne relaksira, ni presenetljivo, saj smo v poglavju 3 videli,
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Slika 4.10: Primeri oblik modelskega tkiva s 110 celicami po dinamični rasti pri
α = 0.6 in za različne vrednost diferencialne napetosti β−α in časa med zaporednima
delitvama τ . Pri hitri delitvi (levi stolpec) so oblike nepravilne in zelo nagubane, pri
srednji in počasni delitvi (srednji oziroma desni stolpec) pa so približno simetrične.
Nad kritično diferencialno napetostjo β−α = √2 pa opazimo tudi nastanek bazalnih
konstrikcij. Vse slike so narisane v merilu, kot dokazujejo enake dolžine pomožnih
daljic desno spodaj, le tista pri β −α = 0.6 in τ = 200 desno zgoraj je pomanjšana,
kot vidimo iz primerjave meril.
da so energijske razlike med stanji z nekoliko različnimi števili gub dokaj majhne.
Prav tako to ne pomeni, da je za opis rasti črevesja piščančjega zarodka s slike 4.9
dinamični model nujno slabši, saj bi se po dovolj delitvah (ki jih v simulacijah ne
moremo doseči) skoraj gotovo oblikovale nove gube, če le konstantna površina lumna
ne postane prevelika ovira. Sklenemo lahko, da je model kvazistatične rasti primeren
za opis tkiva, kjer je za nastanek nove gube potrebnih malo celic, dinamični model
(ne nujno s konstantno površino lumna) pa za tkivo, kjer jih je potrebno veliko.
Podrobnega komentarja je vredna oblika za τ  1 pri nepolariziranem epiteliju
z α = β = 0.6 (slika 4.10 desno zgoraj in slika 4.11). Čeprav tega nismo posebej
poudarili, iz analize osnovnih stanj pri modelskemu tkivu z N = 80 celicami v
poglavju 3 vemo, da epitelij pod kritično diferencialno napetostjo β − α = √2
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zavzame približno ravno obliko, zaključeno z dvema krožnima kapicama, kar ustreza
zgornji obliki po dinamični rasti za α = β. Da je slednja oblika skoraj gotovo tudi
osnovno stanje, je enostavno razložiti. Zaobljeni kapici, ki vsaka vsebujeta polovico
površine lumna, nosita od celotnega števila celic neodvisno in konstantno energijo,
celice v osrednjem ravnem segmentu pa imajo preferenčno obliko izoliranih celic.
Energijska razlika med N izoliranimi in nepolariziranimi celicami ter obravnavano
obliko torej izvira samo iz kapic in se ne spremeni, če v tkivo dodamo nove celice,
saj se te vključijo v ravni segment.
Slika 4.11: Oblika nepolariziranega epitelija z α = β = 0.6 po počasni rasti s τ =
200. Modre celice tvorijo zaobljeni kapici, bele pa osrednja ravna segmenta. Rdeče
obarvanih 8 prehodnih celic ne sodi jasno ne h kapicama ne k ravnima segmentoma.
Ta primer lahko opišemo tudi analitično.
Problem lahko z nekaj približki obravnavamo analitično. Krožni kapici opišemo
kar kot kroga iz poNk celic, razvrščenih okoli polovice površine lumnaAl/2. Notranji
polmer kapice je tako enak
ra =
√
Al
2pi
, (4.9)
zunanji pa
rb =
√
1
2pi
(Al + 2Nk). (4.10)
[Spomnimo, da v brezdimenzijskih enotah, ki jih uporabljamo tu, izražamo vse
ploščine v enotah ploščine 1 celice, zato v drugem členu v oklepaju v enačbi (4.10)
ta ploščina navidez manjka.] Če apikalne in bazalne stranice epitelija predstavimo
kot dele krožnega loka (kar je dober približek za dovolj visok Nk) in upoštevamo še
Nk lateralnih stranic dolžine rb − ra, je energija posamezne kapice enaka
Ek = α2pi(rb + ra) +Nk(rb − ra). (4.11)
Ta izraz se seveda nanaša le na primer α = β. Za vse celice v ravnem segmentu
privzamemo, da imajo obliko osnovnega stanja izolirane celice. Po enačbi (2.20) je
njihova višina torej enaka
l =
√
2α. (4.12)
Tako za energijo ravnega segmenta dobimo
Er = (N − 2Nk)2
√
α. (4.13)
Za celotno energijo sistema od 2Ek + Er odštejemo še 2
√
2α, saj smo dve lateralni
stranici šteli tako h kapici kot k ravnemu segmentu. Dobimo
E = 4piα(rb + ra) +Nk(rb − ra) + (N − 2Nk)2
√
α− 2
√
2α. (4.14)
50
4.5. Dinamična rast
Sedaj ta izraz odvajamo po Nk, da izračunamo optimalno število celic v kapici:
Nk0 = 2
(√
piAlα + piα
)
, (4.15)
ki pričakovano ni odvisno od celotnega števila celic N , če je le v epiteliju dovolj celic
za kapici. Za α = 0.6 in Al = 600/11 dobimo
Nk0 = 24. (4.16)
Iz numerično dobljene oblike s slike 4.11 preberemo, da je v kapici
Nk0 = 28± 2 (4.17)
celic, kjer nedoločenost izhaja iz nekoliko neostre meje med kapicama in ravnima
segmentoma (slika 4.11). Glede na grobe približke se rezultat presenetljivo dobro
ujema z analitično oceno. Da je vrednost Nk0, pridobljena s simulacijo, večja, lahko
intuitivno razložimo na podlagi tega, da so v analitičnem opisu celice lahko zgolj v
maksimalno ukrivljeni okrogli kapici ali v ravnem segmentu. Simulacija da oblike,
kjer se ukrivljenost vzdolž konture spreminja zvezno, tako da lahko v manj ukrivljeno
prehodno območje med kapico in ravnim delom za primerljivo povečanje energije
vstavimo več celic, kar vodi do večjega Nk0.
Za primerjavo na sliki 4.12 še narišemo, kako se s številom celic N spreminja ener-
gija opisane oblike in enostavnega okroglega epitelija, ki ima notranjim in zunanji
polmer
ra =
√
Al
pi
(4.18)
oziroma
rb =
√
Al +N
pi
. (4.19)
Enak razmislek kot zgoraj pove, da je energija okrogle oblike enaka
Ekro = 2piα(rb + ra) +N(rb − ra). (4.20)
Za bolj sistematično analizo oblike spet klasificiramo glede na število gub. Izbe-
remo si sicer, da opazujemo oblike pri 110 celicah, a kot rečeno se število gub med
rastjo opazno ne spreminja. Ker še posebej pri oblikah brez diskretne rotacijske si-
metrije, ki jih dobimo pri hitri delitvi, ni vedno povsem jasno, kaj šteje za 1 in kaj za
2 gubi, lahko privzamemo še, da ima število gub vedno nedoločenost velikosti 1. Na
sliki 4.13 sedaj prikažemo število gub v odvisnosti od diferencialne napetosti β − α
pri α = 0.6 in Al = 600/11 za različne čase delitve τ .
Na grafu lahko ločimo tri kvalitativno različne režime. Pri hitri delitvi, to je pri
τ . 0.2, so perturbacije modelskega tkiva zaradi delitev preveč pogoste, da bi se
lahko oblikovale energijsko učinkovite oblike in namesto tega nastanejo gube z malo
celicami. Zato je v epiteliju več gub, njihovo število pa narašča s hitrostjo delitve.
Diferencialna napetost na število gub tu nima prepoznavnega vpliva.
V vmesnem režimu, med recimo τ = 0.5 in τ = 50, na obliko tkiva primerljivo
vplivata diferencialna napetost β − α in čas delitve τ . Hitrejša delitev še vedno
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Slika 4.12: Energijo zgoraj predstavljenega analitičnega opisa (modro) in enostavne
okrogle oblike (rdeče) v odvisnosti od števila celic. Slednja ima vedno višjo energijo,
ta pa narašča s potenco, večjo od 1, medtem ko energija analitičnega opisa oblike z
dvema kapicama narašča linearno. Ko je število celice dovolj veliko, da imata kapici
lahko optimalno število celic, se namreč dodatne celice vključijo v ravna segmenta
in imajo najnižjo možno energijo.
ustreza večjemu številu gub, hkrati pa učinek diferencialne napetosti ni več zane-
marljiva. Kot pri analizi osnovnih stanj vidimo, da večje vrednosti β − α ustrezajo
večjemu številu gub.
Naposled ima pri počasni delitvi pri τ & 150 modelsko tkivo dovolj časa za
relaksacijo in dodatno podaljšanje časa med delitvama τ ne vpliva več na števil
gub, tako da je diferencialna napetost β − α edini pomembni parameter. Potrebno
čas delitve τ
diferencialna napetost β - α
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Slika 4.13: Število gub v dinamično rastočem tkivu v odvisnosti od diferencialne
napetosti β − α in za različne čase delitve τ . Podatki za τ = 40 in 50 sovpadajo,
zato tistih za τ = 40 na sliki ni videti. Enako velja za τ = 150 in 200, kjer zopet
vidimo le slednje. Odstopanja od lokalnega trenda pri nekaterih naborih podatkov
izhajajo iz stohastične narave modela.
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je priznati, da je naša ocena za mejo tretjega režima relativno blizu največjemu
času med delitvama, za katerega še lahko izvedemo simulacije, tako da je možno,
da bi nadaljnje povečanje τ vodilo do še nekoliko manjšega števila gub. Nujno pa
mora obstajati kritični čas τc, nad katerim ima med poljubnima delitvama modelsko
tkivo dovolj časa, da doseže lokalni energijski minimum, in je razvoj za vse čase
τ > τc do numerične napake popolnoma enak. To nam zagotavlja, da v modelu
obstajajo trije različni režimi: režim hitre delitve, kjer je pomembna le vrednost τ ,
vmesni režim, kjer vplivata oba parametra, in režim počasne rasti, kjer je važna le
vrednost β − α. Omenimo še, da se večje število gub pri manjšem τ ujema tudi z
rezultati v delu [10], kjer je hitrejša delitev celic ustrezala daljši valovni dolžini in
tako manjšemu številu gub. Ker so zgoraj opisani rezultati v takšni reprezentaciji
intuitivno morda bolj razvidni, na sliki 4.14 število gub v odvisnosti od časa delitve
τ prikažemo še pri fiksni vrednosti diferencialne napetosti β − α. Omenimo še, da
na grafih s slik 4.13 in 4.14 sicer opazimo nekaj odstopanj od trenda velikosti 1, ki
izvira iz stohastičnosti našega modela rasti in bi verjetno izginila, če bi povprečili
rezultate preko več simulacij rasti, kar bi terjalo mnogo več računskega časa, in ne
bi prikazali le ene simulacije.
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Slika 4.14: Število gub v dinamično rastočem tkivu v odvisnosti od časa delitve τ
in za različne vrednosti diferencialne napetosti β − α, v logaritemsko-linearni skali.
Puščici označujeta območje hitre in počasne rasti, kjer na število gub vpliva samo
čas delitve τ oziroma samo diferencialna napetost β−α. Kot na sliki 4.13 so lokalna
odstopanja od trenda posledice stohastičnosti modela.
4.6 3D model in organoidi
Vsi rezultati iz poglavij 3 in 4 se nanašajo na model preseka tubularnega tkiva,
kjer tkivo vidimo kot 2D strukturo. A seveda je ogliščni opis mogoče razširiti na
vse tri razsežnosti in tako ustvariti bolj verno upodobitev tkiva. Podrobna analiza
3D implementacije dinamičnega ogliščnega modela sega onstran nalog, ki smo si
jih zadali v tem delu, vendar naj vseeno omenimo nekaj predhodnih rezultatov, ki
se nanašajo na modele organoidov. Organoidi so majhne, v laboratoriju ustvarjene
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lupine epitelijskega tkiva, za katere sta značilni mikroskopska anatomija in celo funk-
cionalnost pravega organa, npr. pljuč. Organoidi omogočajo razmeroma enostavne
eksperimentalne raziskave različnih vidikov tkiv in tudi bolezenskih stanj, zaradi
česar so v zadnjih desetih letih ena od najbolj zanimivih tem na področju razvojne
biologije, biologije tkiv in organogeneze, in sicer predvsem po eksperimentalni plati
[19, 20, 21, 22].
Tu se pomudimo pri izbranih oblikah modelskih organoidov, ki smo jih dobili z
ogliščnim modelov in programsko knjižnico VerTissue3D [23]. Za energijo tkiva
si izberemo izraz (2.26), pri čemer je podobno v do sedaj obravnavanem cevastem
tkivu konvencija, da je notranja stranica apikalna, zunanja pa bazalna. Ker v ome-
njeno knjižnico geometrijske vezi še niso vgrajene, nestisljivost celic opišemo preko
harmoničnega potenciala
wi =
1
2
κ(Vi − V0i)2, (4.21)
kjer je Vi trenutna prostornina celice, V0i njena preferenčna prostornina, modul tega
člena κ pa je mnogo večji od 1. Enako implementirano konstantno prostornino pa
pripišemo tudi votlemu prostoru znotraj celične lupine (lumnu). Delitev uvedemo
enako kot v 2D modelu z enim popravkom. Zaradi numerične stabilnosti harmonič-
nega opisa nestisljivosti je namreč bolje, da hčerinskima celicama po delitvi najprej
pripišemo polovico preferenčne prostornine materinske celice, nato pa ga do nasle-
dnje delitve linearno povečamo do vrednosti pred delitvijo. Hkrati s časom raste
tudi prostornina lumna. Začnemo z 60 celicami, na sliki 4.15 pa je prikazan primer
simulacije rasti organoida. Primerjava z eksperimentalnimi slikami istega procesa je
sicer kvantitativne naravne in se ne ujema nujno v številu celic, vseeno pa opisani
model lepo reproducira obliko organoida.
Slika 4.15: Šest posnetkov rasti organoida iz celic mišjega črevesja (zgoraj; prirejeno
po delu [24]) in kvalitativno podobne teoretične oblike, dobljene s 3D ogliščnim
modelom pri α = 2, β = 0.6 in začetni prostornini lumna Vl = 48.
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Zaključek
V tem delu smo raziskali model epitelijskega tkiva, ograjenega v valjasto votlino, ter s
tem ponudili teoretično razlago za eksperimentalno opažene morfologije v različnih
cevastih organih, npr. v črevesju zarodka piščanca [8]. Naš model se od doslej
predlaganih razlikuje predvsem po tem, da imajo celice le površinsko energijo ter da
tkivo ograjuje tekoči in ne elastični substrat, kar vsaj v stacionarnem stanju verjetno
bolje opisuje prava podporna tkiva, ki so viskoelastična.
Modela smo se lotili na dveh ravneh: najprej smo preučili oblike modelskega
tkiva z najmanjšo energijo, nato še rastoča tkiva. Med oblikami z najmanjšo energijo
smo našli nenagubana in nagubana tkiva, pa tudi taka, ki jih nabolje opišemo kot
koeksistenco nenagubanega in nagubanega segmenta. Izračunali smo fazni diagram,
ki predstavlja posplošitev tistega iz dela [6], ki se nanaša na zelo tesno ograditev.
Rastoča tkiva smo preučili na dva načina, najprej kot zaporedje oblik z najnižjo
energijo pri naraščajočem številu celic, nato pa še kot dinamični proces, v katerem
se celice relaksirajo z nadkritično dušeno dinamiko, medtem ko celična delitev v
tkivo dovaja vse več energije. Napovedi modelov se izrazito razlikujejo, saj v kvaz-
istatični rasti preko osnovnih stanj število gub v preseku hitro narašča s številom
celic, pri dinamični rasti pa je po začetnem zlomu popolne rotacijske simetrije skoraj
konstantno. V slednjem modelu prepoznamo tri od hitrosti delitve odvisne načine
razvoja. Pri hitri delitvi, to je pri kratkem času delitve, apikobazalna diferencialna
napetost skoraj nima vpliva na število gub, ki ga določa le hitrost delitve. Pri zmer-
nih časih oba parametra, torej čas delitve in apikobazalna diferencialna napetost,
primerljivo vplivata na obliko. Naposled ima pri počasni delitvi modelsko tkivo do-
volj časa za relaksacijo in čas delitve ne vpliva več naštevilo gub. Pomembna ostane
le apikobazalna diferencialna napetost.
Naši rezultati ponujajo preprostejšo in fizikalno bolj konsistentno interpretacijo
eksperimentalnih opazovanj. Preprostejšo zato, ker je energijska funkcija obravna-
vanega modela odvisna le od dveh parametrov in ne recimo od petih kot v modelu,
kjer posamezno stranico obravnavamo kot Hookovo vzmet in celicam pripišemo še
površinsko elastičnost [2], fizikalno bolj konsistentno pa zato, ker je tkivo predsta-
vljeno z ločljivostjo posamezne celice in ne recimo kot elastično zvezno sredstvo kot
v delu [13], ter zato, ker se ne zanaša na elastični odziv substrata [8, 13].
Ti rezultati predstavljajo veliko vzpodbudo za razširitev modela, ki bi popolneje
opisala pravo tkivo. To bi najlažje dosegli z uporabo celotnega tridimenzionalnega
ogliščnega modela, ki smo ga predstavili na koncu poglavja 2, s čimer bi tudi pre-
verili, v čem je dvodimenzionalna implementacija ustrezna in v čem ni. Razširitev
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modela, prikazana na sliki 5.1a, nam omogoča, da poleg tu obravnavanih cirkumfe-
renčnih gub analiziramo tudi longitudinalne gube (slika 5.1b) ter resice (slika 5.1c)
in kripte, ki so v naravi prav tako zelo pogoste [13].
a) b)
c)
Slika 5.1: Tridimenzionalni ogliščni model cevastega epitelija (a) je najočitnejša po-
slošitev pričujočega dela, ki bo omogočila bolj natančno analizo tkiva, hkrati pa do-
voljuje tudi oblike, ki v dvodimenzionalnem preseku ne nastopajo, kot so npr. longi-
tudinalne gube (b) in resice (c). Shema teoretičnega modela je prirejena po delu [15],
eksperimentalne slike pa po delu [13].
S tridimenzionalno razširitvijo bi se bilo zanimivo vrniti tudi k modelu zarodka
vinske mušice iz dela [6]. V literaturi [25] so namreč dostopne koordinate vseh od
okoli 6000 celic v zarodku pred začetkom gastrulacije, ko je embrionalni epitelij
še gladek. S temi podatki smo zgradili zelo natančen ogliščni model (slika 5.2a).
Tako bi lahko ponovno razmotrili vprašanje nastanka ventralne brazde kot prve
faze gastrulacije, hkrati pa analizirali tudi kasnejše spremembe v strukturi zarodka.
Nastanku ventralne brazde namreč sledijo drugi pomembni morfogenetski procesi,
kot je npr. nastanek cefalične brazde (slika 5.2b) in hrbtnih gub (slika 5.2c), ki močno
spremenijo obliko zarodka in tudi njegove mehanske lastnosti. Tako je možno, da na
dani proces vplivajo spremenjene mehanske lastnosti tkiva, do katerih je prišlo zaradi
predhodnih procesov. Kolikor nam je znano, možnosti takšne mehanske sklopitve
med posameznimi morfogenetskimi procesi literatura še ne obravnava, analizirali pa
bi jo lahko z ogliščnim modelom.
Tretje za nas zanimivo vprašanje iz mehanike tridimenzionalnega ogliščnega mo-
dela, oblike organoidov, smo že načeli v podpoglavju 4.6. Poleg natančne študije
rasti z celično delitvijo bi bilo organoide vredno preučiti tudi kot fluidizirane celične
lupine brez notranje napetosti, pri čemer lahko fluidizacijo dosežemo preko aktiv-
nih T1 prehodov [9, 15]. Iz preliminarnih rezultatov razvoja kontinuumske teorije
tridimenzionalnega ogliščnega modela tudi že vemo, da je v limiti, ko je celična vi-
šina konstantna in mnogo manjša od polmera ukrivljenosti, fizika organoidov zelo
podobna fiziki vesiklov v modelu s preferenčno ukrivljenostjo [26]. Ker gre v obeh
primerih za fluidizirane lupine, lahko sklepamo, da so tudi njihove oblike do neke
mere sorodne, a seveda zaradi različne relativne debeline lupin ne v celoti; močno
razvejenih oblik, značilnih za organoide, npr. pri vesiklih ne najdemo.
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a)
b)
c)
Slika 5.2: Ogliščni modela zarodka vinske mušice pred gastrulacijo (a). Lege
celic smo si izposodili iz vira [25], poligonalno strukturo epitelija pa smo določili iz
duala njihove konveksne ovojnice. Tak model nam poleg opisa nastanka ventralne
brazde omogoča tudi analizo kasnejših procesov, kot sta oblikovanje cefalične brazde
(označene z belo puščico na sliki b, povzeti po delu [27]) in hrbtnih gub (slika c,
povzeta po delu [3]).
Tudi v dvodimenzionalni inačici ogliščnega modela ostajajo zanimiva odprta
vprašanja. V besedilu smo se sicer omejili na napetosti v membranah, a k celični
energiji potencialno prispeva tudi jedro. V psevdovečplastnem epiteliju (slika 5.4a)
[15] npr. jedra niso vsa na bazalni strani tkiva, temveč se izmenjaje razporedijo ob
bazalno in ob apikalno stran, da je razdalja med sosednima jedroma čim večja. Tako
strukturo bi lahko analizirali z ogliščnim modelom tlorisa epitelijske ravnine. Ker
tu ne opazujemo preseka tkiva, apikobazalna polarizacija nima več ključne vloge pri
energiji. Namesto tega se v literaturi za epitelij, projiciran bodisi na bazalno bo-
disi na apikalno stran, pogosto uporablja model, ki vsaki celici pripiše preferenčno
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a) b)
Slika 5.3: Organoide, kot je eksperimentalni primer na sliki a, lahko opišemo tudi kot
fluidizirane oblike epitelijskih lupin. Slika b prikazuje teoretično obliko, dobljeno s
tridimenzionalnim ogliščnim modelom po fluidizaciji z aktivnimi T1 prehodi za 287
celic s α = 0.45, β = 0.45 in prostornino lumna V = 144. Eksperimentalna slika je
iz vira [28].
površino A0, vsaki stranici pa napetost σ, tako da je energija enaka
Em =
1
2
ka
∑
c ∈ celice
(Ac − A0)2 + σ
∑
r ∈ robovi
lr, (5.1)
kjer je Ac trenutna površina celice c, lr dolžina roba r, in ka površinski modul; prva
vsota teče po vseh celicah in druga po vseh robovih.
Mehansko interakcijo med celicami bi potem lahko opisali kot nekakšen antifero-
magnetni Isingov model na mreži ogliščnega modela, kjer jedra ležijo nad središčem
a) b)
Slika 5.4: Prečni prerez psevdovečplastnega epitelija, kjer lepo vidimo, da so jedra
celic (temnovijolične elipsaste oblike) razporejena izmenjaje ob bazalno in ob api-
kalno stran tkiva (a). Tak sistem lahko opišemo s kombinacijo ogliščnega modela
projekcije tkiva in antiferomagnetnega Isingovega modela, kjer lega jedra ustreza
spinu. Na sliki b je prikazana skica takega modela, pri čemer so jedra v belih celicah
na bazalni strani, v sivih celicah pa na apikalni strani.
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pripadajoče celice na eni od dveh možnih višin, odkoder analogija s klasičnim Is-
ingovim modelom. Pri tem bi bila interakcija še vedno možna le med sosednimi
celicami, za razliko od Isingovega modela pa razdalje med jedri ne bi bile fiksne.
Energijo bi tako zapisali kot
Ej =
∑
i,j
σiσj
1
rαi,j
, (5.2)
pri čemer sta σi in σj višini jeder sosednih celic i in j, rij razdalja med središčema
teh celic, α pa še ne specificirana potenca, ki določa pojemanje interakcije med jedri
z razdaljo. Tako izbrana energija bi zagotavljala, da sosedna jedra želijo ležati na
različnih višinah, razvoj sistema pa bi verjetno implemetirali preko Metropolisovega
algoritma. Študije Isingovega modela na elastičnih mrežah sicer že obstajajo [29],
ena od novosti opisanega sistema pa bi bila, da bi se lahko preko T1 prehodov,
predstavljenih v podpoglavju 2.4, tu spreminjala poleg geometrije tudi topologija
mreže.
* * *
Rezultati, do katerih smo prišli v tem delu, povezujejo, dopolnjujejo in nad-
grajujejo dosedanji vpogled v teoretično ozadje oblike nagubanih epitelijskih tkiv
[4, 6, 10]. S tem utrjujejo spoznanje, da je te oblike mogoče razumeti znotraj ge-
neričnega fizikalnega okvira, in nudijo iztočnico tako za nadaljnje eksperimentalne
raziskave mehanike epitelijskih tkiv kot za bolj celovite teoretične modele.
.
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